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Résumé 

Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0, V un anneau de va- 
luation discrète complet de corps résiduel k et corps des fractions K de 
caractéristique 0, et S un /c-schéma séparé de type fini. 

Lorsque S est lisse sur k, nous prouvons ici partiellement une conjecture 
de Bcrthelot portant sur la surconvergence des images directes du faisccaTi 
structural par un morphisme f : X ^ S propre et lisse ; pour k parfait et 
V modérément ramifié de telles images directes sont toujours convergentes 
non seulement pour le faisceau structural mais aussi pour (presque) tous les 
F-isocristaux convergents. Plus généralement, nous prouvons cette surcon- 
vergence lorsque / est relevable sur V, ou que X est une intersection complète 
relative dans des espaces projectifs sur S, et en prenant pour coefficients des 
isocristaux surconvergents quelconques. 

Nous appliquons ensuite ces résultats aux fonctions L avec pour co- 
efficients de telles images directes avec structure de Frobenius : nous en 
déduisons des propriétés de rationalité ou de méromorphie pour ces fonc- 
tions L (conjecture de Dwork), et nous étudions leurs zéros et pôles unités 
p-adiques (conjecture de Katz) ; un cas explicite concerne les schémas abéliens 
ordinaires. 

Un exposé plus précis des résultats par chapitres est fourni dans l'intro- 
duction. 

Abstract 

Let A; be a perfect field of characteristic p > 0, V a complète discrète 
valuation ring with residue field k and field of fractions K of characteristic 
0, and S a separated fc-scheme of finite type. 

When S is smooth over k, we partially provc hcrc a conjecture of Ber- 
thelot about the overconvergence of the higher direct images of the structure 
sheaf undcr a proper smooth morphism f : X ^ S ; when k is perfect and V 
is tamely ramified such direct images are always convergent, not only for the 
structure sheaf but also for (almost) every convergent F-isocrystals. More 
generally, we prove this overconvergence when / is liftable over V, or when 
X is a relative complète intersection in some projective spaces over S, and 
taking as coefficients any overconvergent isocrystals. 
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We then apply thèse results to L-functions with coefficients such direct 
images with Probenius structure : we dérive rationahty or meromorphy for 
thèse L-functions (Dwork's conjecture), and we study their p-adic unit ze- 
roes and pôles (Katz's conjecture) ; and explicit case concerns the ordinary 
abelian schemes. 

A more précise présentation of results by chapters is given in the intro- 
duction. 
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0.1. Relèvements et algèbres de Monsky-Washnitzer 

Le chapitre I, qui rassemble un certain nombre de résultats généraux, est 
largement préparatoire pour les autres chapitres. 

On développe au §1 un formalisme qui aboutira au §2 à préciser les liens 
entre le complété faible A'' d'une V- algèbre de type fini A et le complété A, 
où V est excellent : par exemple, si est réduit, alors A^ est intégralement 
ferme dans A [théo (2.2)], ce qui est l'analogue d'un théorème de Bosch, 
Dwork et Robba. 

On généralise, avec les théorèmes (2.3) et (2.4), des résultats de [Et 4] en 
prouvant la pleine fidélité du foncteur de la catégorie des A'^-algèbres étales 
vers la catégorie des A-algèbres étales : ce foncteur est une équivalence de 
catégories en se restreignant aux algèbres finies étales, et un foncteur quasi- 
inverse est fourni par le passage à la fermeture intégrale [théo (2.4)]. 

Le §3 rassemble des résultats de relèvement de schémas, de la caractéristique 
p > à la caractéristique 0, qui nous serviront, aux chapitres II, III, IV, à 
établir la convergence ou la surconvergence des images directes d'isocristaux 
dans les cas rclcvablcs : sur une base affine, les deux cas les phis importants 
seront celui d'un morphisme fini [théo (3.4)], avec son utilisation ultérieure au 
IV pour relever le Probenius via [cor (3.6)], et celui d'un morphisme projectif 
lisse [théo (3.3)] et son corollaire [cor (3.3.7)] pour les intersections complètes, 
ou plus particulièrement d'un morphisme fini étale [théo (3.1)], ou fini étale 
galoisien [cor (3.7)]. 
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0.2. Espaces rigides analytiques et images di- 
rectes 

Dans le chapitre II on définit les images directes d'isocristaux surconver- 
gents par un morphisme f : X ^ S et on prouve leur surconvergence dans 
le cas où / est propre et lisse relevable, ou X est une intersection complète 
relative dans des espaces projectifs sur S. 

L'outil essentiel pour ce dernier résultat est le théorème de changement 
de base propre du §1 : on établit celui-ci d'abord dans le cadre des schémas 
formels [théo (1.1)], puis dans le cadre des espaces rigides analytiques [théo 
(1.2)] grâce aux travaux de Bosch et Liitkebohmert. 

La notion de voisinage strict étant étroitement liée à celle de surconver- 
gence des isocristaux, on développe au §2 quelques propriétés de ces voisi- 
nages stricts dans le cas plongeable : dans le cas cartésien, l'image inverse 
d'un système fondamental de voisinages stricts est un système fondamental 
de voisinages stricts [prop (2.2.3)] ; le même résultat vaut pour un morphisme 
fini et plat, ou fini étale, ou fini étale galoisien [prop (2.3.1)]. 

Après avoir rappelé au §3 la définition des images directes d'isocristaux 
sur convergent s donnée par Berthelot dans une note non publiée [B 5] (voir 
les articles [C-T], [LS] de Chiarellotto-Tsuzuki et Le Stum pour la publica- 
tion des détails), on établit leur surconvergence pour un morphisme propre 
et lisse relevable, en même temps que le théorème de changement de base 
[théo (3.4.4)] : un ingrédient essentiel est l'extension aux voisinages stricts 
du théorème de changement de base propre [théo (3.3.2)]. 

Des résultats de relèvement du chapitre I on déduit alors la surconver- 
gence des images directes d'un isocristal surconvergent par un morphisme 
f : X ^ S projectif et hsse, oii S est hsse sur le corps de base k et X rele- 
vable en un V-schéma plat [théo (3.4.8.2)] (resp X est une intersection relative 
dans des espaces projectifs sur S [cor (3.4.8.6)]). Une variante, étudiée dans 
le théorème (3.4.9), ramène la preuve de la surconvergence du cas projectif 
lisse au cas oii la base S est affine et lisse sur k. 

Ces théorèmes (3.4.8.2), (3.4.8.6) et (3.4.9) [resp. le théo (3.4.4)] résolvent 
partiellement une conjecture de Berthelot [B 2] sur la surconvergence des 
images directes : dans le chapitre IV nous en donnons une version avec struc- 
ture de Frobenius. 
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Dans le cas où la base S est une courbe affine et lisse sur un corps 

algébriquement clos k (resp. S est une courbe lisse sur un corps parfait k) 
la conjecture a été prouvée pour le faisceau structural par Trihan [Tri] (resp. 
Matsuda et Trihan [M-T]) ; dans le cas relevable, la conjecture a aussi été 
prouvée indépendamment par Tsuzuki par des voies différentes [Tsu 4]. 



0.3. F-isocristaux convergents sur un schéma 
lisse, et images directes 

Avec le chapitre III on introduit une structure de Frobenius sur les iso- 
cristaux considérés, tout en restant dans le cadre «convergent». Les résultats 
concernent deux aspects de la théorie : d'une part l'allure des F-isocristaux 
convergents sur un schéma lisse aux §1 et §2, d'autre part la convergence des 
images directes par un morphisme propre et lisse / : X ^ S" au §3. 

Au §1 on obtient une description des F-isocristaux convergents sur un 
schéma affine et lisse [cor (1.2.3)] qui est l'analogue de celle de type Monsky- 
Washnitzer obtenue par Berthelot dans le cas surconvergent [B 3]. Cette 
description s'étend au cas fisse relevable dans le §2 [théo (2.2.1)]. 

L'un des ingrédients essentiels au §3 est le passage par la cohomologie 
cristalline et l'utifisation des objets «consistants» au sens de Berthelot-Ogus 
[B-0] : dans ce cas on est amené à supposer le corps k parfait, l'indice de 
ramification e plus petit que p — 1 et à se limiter aux cristaux plats pour 
pouvoir appliquer le théorème de changement de base en cohomologie cris- 
talline. 

Avec les restrictions précédentes on obtient la convergence des images 
directes dans le cas propre et lisse, et le théorème de changement de base : 
si le morphisme propre et lisse / : X ^ S* est relevable en un morphisme 
propre et lisse sur V, on peut lever la restriction de platitude [théo (3.3.1)]. 
En fait, si le morphisme f : X ^ S est projectif et fisse et que, ou bien / 
est relevable, ou bien que X est une intersection complète relative dans des 
espaces projectifs sur S, alors on peut lever toutes les restrictions précédentes 
(i.e. sur l'indice de ramification, sur la platitude et la perfection de k) [théo 
(3.3.2)] : la preuve n'utilise pas la cohomologie cristalline, mais repose sur le 
cas plongeable du [II, 3.4]. De plus les images directes commutent au pas- 
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sage aux fibres [prop (3.4.4)]. Dans le cas fini étale toutes les restrictions 
précédentes sont levées [théo (3.5.1)], et dans le cas galoisien la cohomologie 
convergente commute aux points fixes sous le groupe du revêtement [théo 
(3.5.1)]. 



0.4. Images directes de F-isocristaux surcon- 
vergents 

Au chapitre IV on étudie les images directes des F-isocristaux dans le 
cadre «surconvergent». Tout le problème est d'obtenir de «bons» relèvements 
du Frobenius. 

Sur la base S, la question est résolue par le diagramme (1.2.4), qu'il s'agit 
ensuite de «tirer en haut» par le morphisme propre et lisse f : X ^ S. 

Dans le cas où / est relevable on arrive à effectuer en parrallèle des 
relèvements du Frobenius et des bons choix de compactifications. D'où le 
théorème de surconvergence des images directes dans le cas relevable [théo 
(2.1)] : le point clé est de montrer que le Frobenius, sur les images directes sur- 
convergentes, est un isomorphisme ; par le théorème de changement de base 
on est ramené à la même propriété dans le cas convergent vu au [III, (3.3.1)]. 
Dans le cas où / est projectif lisse relevable, ou X intersection complète re- 
lative dans des espaces projectifs sur S, abordés au §3, ou fini étale au §4, 
on construit comme au II §3 des foncteurs R'frig* sur la catégorie des F- 
isocristaux surconvergents [théos (3.1), (4.1)]. 

Lorsque / est propre et lisse et ou bien génériquement projectif relevable, 
ou bien génériquement projectif et X intersection complète relative dans des 
espaces projectifs sur S, on utilise les résultats du III : on est ainsi amené à 
supposer k parfait, e ^ p — 1 et à se restreindre à des F-isocristaux plats. 
Grâce aux propriétés de descente étale des F-isocristaux sur convergent s de 
[Et 5] et de pleine fidélité du foncteur d'oubli de la catégorie surconvergente 
vers la catégorie convergente de Kedlaya [Ked 2], on prouve encore la sur- 
convergence des images directes [théo (3.2)]. 

Dans le §5, où / est supposé seulement plongeable, on procède différemment : 
comme il n'y a plus de relèvements globaux du Frobenius comme précédemment 
on utilise la fonctorialité des images directes pour construire un morphisme de 
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Probenius ; il reste alors à prouver que c'est un isomorphisme. Par un résultat 
de Berthelot il suffit de voir que tel est le cas dans la catégorie convergente : le 
théorème de changement de base et un résultat de Bosch- Giintzer-Remmert 
[B-G-R] nous ramène à le vérifier aux points fermés de S, pour lesquels l'as- 
sertion est connue [III, (3.3.1.18)]. Pour / plongeable on a ainsi des foncteurs 
images directes sur la catégorie des F-isocristaux surconvergents [théo (5.2)]. 



0.5. Cohomologie syntomique 

La cohomologie syntomique introduite au chapitre V fait le lien entre la 
cohomologie étale et la cohomologie rigide, lien qui sera utilisé au chapitre VI 
pour résoudre une conjecture de Katz sur les zéros et pôles unités p-adiques 
des fonctions L. 

Comme pour le topos étale [Mi, II, theo 3.10] on obtient au §1 une des- 
cription du topos syntomique [théo (1.3)] calquée sur celle de [SGA 4,T 1, 
IV, théo (9.5.4)], SGA 4 qui travaille en termes de sous-topos ouvert et du 
sous-topos fermé complémentaire. On en déduit les suites exactes courtes 
usuelles de locahsation [théo (1.5)]. 

Au §2 la cohomologie syntomique à supports compacts est définie : en 
particulier il faut s'assurer de l'indépendance par rapport à la compactifi- 
cation choisie [prop (2.1)]. Les suites exactes courtes de localisation du §1 
fournissent alors la suite exacte longue de localisation en cohomologie synto- 
mique à supports compacts [théo (2.6)]. 

Au §3 on établit que les cohomologies syntomique et étale à supports com- 
pacts d'un faisceau lisse T coïncident [théo (3.2)]. De même la cohomologie 
rigide à supports compacts d'un F-isocristal surconvergent unité E associé 
à JF coïncide avec une limite de la cohomologie syntomique à supports com- 
pacts d'un £'™"crîs assQcié à JF [ théo (3.3. 13) (1) et (3.3.16)]. Comme il existe 
une suite exacte courte sur le site syntomique qui rehe et [théo 
(3.3.12)], on en déduit que la cohomologie étale à supports compacts de 
s'identifie aux points fixes du Probenius agissant sur la cohomologie rigide à 
supports compacts de E [théo(3.3.13) (2) et (3)]. 



14 



J.-Y. ETESSE 



0.6. Fonctions L 

Dans le chapitre VI on donne une définition unifiée des fonctions L des 
F-modules (resp. F-isocristaux) convergents ou surconvergents et des F- 
cristaux : elle redonne celle utilisée en cohomologie cristalline par Katz [K 
1] ou [Et 2], ou celle en cohomologie rigide de [E-LS 1], ou celle utilisée par 
Wan [W 2]. Le but ici est d'obtenir des propriétés de méromorphie ou de ra- 
tionalité de ces fonctions L (conjecture de Dwork) et d'étudier leurs zéros et 
pôles unités p-adiques ( conjecture de Katz) ; on explicite ces résultats pour 
les schémas abéliens ordinaires au §5. 

Au §1 les résultats de Wan permettent d'établir la méromorphie attendue 
pour les fonctions L de F-modules surconvergents. 

Au §2 la définition des fonctions L des F-isocristaux convergents donne 
une forme globale des fonctions L des F-modules convergents du §1, et 
généralise les fonctions L des F-cristaux du cas cristallin [Et 2], et les fonc- 
tions L des F-isocristaux sur convergent s du cas rigide [E-LS 1] : si e ^ p — 1, 
on obtient la rationalité des fonctions L des images directes du faisceau struc- 
tural par un morphisme propre et lisse [théo (2.1.4)]. 

Au §3 on introduit la notion de F-isocristaux Dwork-surconvergents : 
il s'agit des F-isocristaux convergents dont le Frobenius est surconvergent. 
Contrairement aux F-isocristaux surconvergents on n'y suppose pas la connexion 
surconvergente ; mais la surconvergence du Frobenius suffit à assurer la méromorphie 
p-adique des fonctions La^ [théo (3.2.10)], ce qui prouve la conjecture de 
Dwork pour de tels coefficients. 

Au §4 les fonctions La^ d'un F-isocristal surconvergent F sont définies 
comme étant celles du F-isocristal convergent £ associé : un F-isocristal sur- 
convergent fournit un F-isocristal Dwork-surconvergent par oubli de la sur- 
convergence de la connexion, ainsi, grâce au §3, la méromorphie de La\E) 
est établie [théo (4.2.1) (i)] ; la rationalité de L^'^\E) résulte de la cohomologie 
rigide [théo (4.2.1)(ii)]. 

En utilisant les résultats du IV et du V de surconvergence des images 
directes on en déduit la méromorphie de 

LÏ\R'ÎHg*{E)) (4.3.2.3) 

et la rationalité de 

L^'■\B!fr^g.{E)) (4.3.2.2) . 
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Toujours dans ce §4 on aborde la preuve de la conjecture de Katz dans 
le cas surconvergent [théo (4.3.1)] : on y lève l'hypothèse de prolongement à 
une compactification qui avait été faite dans [E-LS 2; théo 6.7], grâce aux 
suites exactes en cohomologie syntomique à supports compacts du V [V, 
(3.3. 13) (2)], tout en précisant la preuve de Emerton et Kisin [(4.3.1.3)]. 

On explicite au §5 les conséquences des résultats précédents pour les 
schémas abéliens ordinaires. Nous avons adopte la définition d'ordinarité 
d'im morphisme de Illusic [li 2], celle d'ordinarité d'un groupe p-divisible 
de Raynaud [R 3], et celle d'ordinarité d'un F-cristal de Katz et Deligne [K 
2] et [De£ 2]. Si / : X —> 5" est un schéma abéhen, on note G le groupe 
p-divisible associé et D(G) son F-cristal de Dieudonné : tout d'abord il est 
équivalent de dire que X/ S est ordinaire, ou que G est ordinaire, ou que D(G) 
est ordinaire [théo (5.2.9)]. Pour un schéma abélien ordinaire f : X ^ S on 
a des descriptions des fonctions L suivantes 

LaiR^ fcris*{Ox/w)) , L^a fcris*{0 X/w)) 

en termes de fonctions L usuelles associées aux cristaux de Dieudonné des 
groupes p-divisibles G^* et G*"* provenant de G [théo (5.3.1)]. 

Remerciements. L'auteur tient ici à remercier P. Berthelot et B. Le Stum 
pour avoir mis à sa disposition leurs preprints [B 5] et [LS], ainsi que M.-F. 
Chériaux pour l'aide apportée à la frappe du manuscrit. 
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I. Relèvements et algèbres de 
Monsky-Washnitzer 



1. Généralités 

1.0. Notations 

Tous les anneaux considérés dans cet article sont (sauf mention du contraire) 
commutatifs et unitaires. 

Soient V un anneau noethérien, / ^ V un idéal, A une V-algèbre telle 
que l'anneau A soit noethérien et lA ^ A. On note A le séparé complété 
/-adique de A, A„ = Ajî'^^^A et A''' C A le complété faible de A au-dessus 
de la paire (V, /) [M-W, § 1] : on désignera toujours par un indice ( )o la 
réduction mod / d'une V-algèbre ou d'un V-morphisme. 

Si B est une V-algèbre, on dit que B est faiblement complète de type fini 
(f.c.t.f. en abrégé) si B est la complétée faible d'une V-algèbre de type fini ; 
une telle algèbre B est appelée "w.c.f .g." dans la terminologie de [M-W, § 2] . 

Considérons la partie multiplicative T — \^IAàjàA \ notons A^ — T~^A 
et (À, 7) le hensélisé de (^4, lA) au sens de Raynaud [R 2, déf 4 p 24] : 
rappelons qu'on a supposé lA ^ A, si bien que ^ T; sinon les anneaux 
Ati a, a et A^ seraient égaux à {0}. 

On rappelle [Et 4] que si A est une V-algèbre de type fini, alors il existe 
des morphismes canoniques At ^ A ^ A tous fidèlement plats et que 

tous ces anneaux ont même séparé complété /-adique égal à A. 

Proposition (1.1). Soient A, AiB des anneaux noethériens munis de mor- 
phismes 

A^A^B^À 

avec fidèlement plat. On suppose que Spec A — > Spec A est un mor- 
phisme normal (resp. régulier) [EGA IV, (6.8.1)] : cette dernière hypothèse 
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est vérifiée si A est excellent. Alors : 

(1) Le morphisme 

h = Spec {ip2 o ipi) : Spec B — >• Spec A 

est normal (resp. régulier). 

(2) Si de plus ip2 est plat, alors 

f — Spec {(P2) '■ Spec B Spec A 

est un morphisme normal. 

(3) Si (fi2 est plat et {A, lA) est un couple hensélien tel que A — A, alors 

f : Spec B Spec A 

est un morphisme normal à fibres géométriquement intègres. 

(4) Si (p2 est plat, {A, lA) est un couple hensélien tel que A — A et A 
est réduit, alors A est intégralement fermé dans B et dans A. 

Démonstration. Le (1) résulte de [EGA IV, (6.5.4) (i) (resp. (6.5.2) (i))]. 

Pour le (2) notons g = Spec ipi : Spec A Spec A. Soit q G Spec A et 
k' une extension finie du corps résiduel k{q) : il s'agit de montrer que 

r'(q)fc' = Spec {k' ®j,B) 

est normal [EGA IV, (6.8.1)]. Comme Spec k' est normal et h un morphisme 
normal, on sait par [EGA IV, (6.14.1)] que Spec {k' ®aB) est normal. 
Considérons les applications 

k' ®ji,B-^k' ®aB k' (g)^ {A ®A B) -^k' ®j,B 
X <S>b I — > X (g) (1^ (8) b) 

x<^{a<^b) I — > X <^ {ip2{a) .b) ; 

clairement 1^ o — Id. Pour p e Spec [k' ®^ B), m := ¥'~^(p) on a p = 
■0~^(</'~^(p)) = ■0"^(Tn) et ■0 et </? induisent des morphismes 

{k' ®A B)p -^{k' B)m -^{k' ^A B)p 
dont le composé est encore l'identité. 

Par hypothèse V := {k' B)-^ est intégralement clos, de corps des fractions 
noté L ; en particulier C := {k' ®^ B)p est intègre : notons K son corps des 
fractions. Il s'agit de montrer que C est intégralement clos : soit x & K un 

n-l 

élément entier sur C, annulé par le polynôme R{X) = X" + S Oi X*, Oi G C. 

i=0 

L'injection ip' induit une injection : 
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puisque V est intégralement clos on a ip"{x) G V et Xi := 9?' (■?/'" (x)) G C 
est racine de R{X) : en effet i/j" induit ip" : K[K] L[X], R{X) ^ 
R{X) e V[X] et ip' induit (p' : V[X] C[X], R{X) ^ R{X). D'où 
R{X) — {X — xi)Ri{X) avec Ri{X) G C[X]. Si a; = xi on a terminé, sinon x 
est racine de Ri{X) et on itère : finalement x G C, donc C est intégralement 
clos, i.e. /^^(c|)fc' est normal. 

Pour le (3), on sait par le (2) que le morphisme g : Spec A — Spec A — > 
Spec A est normal, donc ses fibres sont géométriquement intègres par un 
théorème de Raynaud [R 2, théo 3, p. 126]. Or A est une i3-algèbre fidèlement 
plate, donc les fibres de / sont aussi géométriquement intègres. 

Pour le (4), le théorème de Raynaud [loc. cit.] prouve que A est intégralement 
fermé dans À : comme (fis est injectif, A est aussi intégralement fermé dans 
B. □ 

Pour la commodité des références nous avons rassemblé ci-après quelques 
lemmes qui résultent des EGA. 

Lemme (1.2). Soient A et B deux anneaux noethériens tels que B soit une 
A-algèbre. Les propriétés (i) et (ii) ci-après sont équivalentes : 

(i) Spec B Spec A est un morphisme régulier. 

(ii) Pour tout q G Spec A et tout p G Spec B au-dessus de q, le mor- 
phisme A^ Bp est formellement lisse pour les topologies préadiques 
respectives (i.e. définies par q Aq et p Bp respectivement). 

Démonstration. En utilisant la définition d'un morphisme régulier [EGA IV, 
(6.8.1)], l'équivalence résulte de [EGA O/y, (22.5.8) et (19.7.1)]. □ 

Lemme (1.3). Soient A et B deux anneaux noethériens tels que B soit une 
A-algèbre. Si Spec B Spec A est formellement lisse pour les topologies 
discrètes, alors c'est un morphisme régulier. 

Démonstration. Si B est une ^-algèbre formellement lisse pour les topologies 
discrètes [EGA 0/y, (19.3.1)], alors pour tout q G Spec A et tout p G Spec B 
au-dessus de q, le morphisme 

^ Bp 

est formellement lisse pour les topologies discrètes [EGA Ojv, (19.3.5)(iw)], 
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donc aussi pour les topologies préadiques sur et Bp [EGA Ojv, (19.3.8)] ; 
d'où la conclusion par le lemme (1.2). □ 

Lemme (1.4). Soient A un anneau, B une A-algèbre et J' G A un idéal. 
Si Spec B — > Spec A est formellement lisse pour les topologies discrètes, 
alors c'est un morphisme formellement lisse pour les topologies J-adiques 
sur A et B. 

Démonstration. Via [EGA O/y, (19.3.8)]. □ 

Lemme (1.5). Soient A un anneau et S C A une partie multiplicative. Alors 

(i) Le morphisme f : X — Spec {S~^A) — > Spec A — Y est formellement 
étale pour les topologies discrètes. 

(ii) En particulier f est régulier si A est noethérien. 

(iii) De plus : 

* siyeY\ f{X), alors f-\y) = 

* si y e f{X), alors f induit un isomophisme 

f~^{y)-^Spec k{y). 

Démonstration. La première assertion n'est autre que [EGA 0/y, (19.10.3) 
(ii)] ; la deuxième en résulte grâce au lemme (1.3). La dernière assertion est 
conséquence de [Bour, AC II, § 2, n° 5, prop 11]. □ 

Lemme (1.6). Soient A et B deux anneaux noethériens tels que B soit une 
A-algèbre; notons 

f : Spec B Spec A 
le morphisme canonique. Alors : 

(1) On a les implications : 

(i) / est réduit et A réduit =r- B réduit. 

(ii) / normal et A normal =^ B normal. 

(iii) / régulier et A régulier ^ B régulier. 

(2) Si f est fidèlement plat, on a les implications : 

(i) B réduit =^ A réduit. 

(ii) B normal =^ A normal. 

(iii) B régulier ^ A régulier. 

Démonstration. 

(1) (i) On utilise la définition d'un morphisme réduit [EGA IV, (6.8.1)] et 
la caractérisation des schémas noethériens réduits de [EGA IV, (5.8.5)] via 
les propriétés Rq et Si ^ : comme A vérifie <^ Rq et Si il en est de 
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même de B via [EGA IV, (6.5.3) (ii) et (6.4.2)], donc B est réduit. 

Pour (ii) (resp. (iii)) on utilise [EGA IV, (6.5.4) (ii)] (resp. [EGA IV, (6.5.2) 
(ii)])- 

(2) (i) Le fait qu'un schéma X est réduit s'exprime via les anneaux locaux 
Ox,x [EGA O7, (4.1.4)] : le (i) résulte de [EGA IV, (2.1.13)]. 

Le (ii), c'est [EGA IV, (6.5.4) (i)] et le (iii) c'est [EGA IV, (6.5.2) (i)]. □ 

La proposition suivante généralise des assertions de [Et 4, prop 2, prop 

11]. 

Proposition (1.7). Soient A une V -algèbre (resp. une V -algèbre de type fini) 
telle que A soit un anneau noethérien. Notons B l'un des anneaux A, A (resp. 
A^). Alors 

(1) At et B sont des anneaux de Zariski. 

(2) On a les implications : 

(i) A réduit =^ At réduit <^=^ A réduit. 

(ii) A normal =^ Af normal A normal. 

(iii) A régulier =^ A régulier (resp. =^ ^4"^ régulier) 
^ A régulier ^ At régulier. 

(iv) A intégralement clos =^ At intégralement clos. 

(3) Si Jt : Spec A — > Spec At est le morphisme canonique et f le composé 
f : Spec A — > Spec At — > Spec A, on a l'implication 

fr 

f réduit (resp. normal; resp. régulier) 

=^ /t réduit (resp. normal; resp. régulier). 

(4) 

(i) Si f est réduit on a les implications : 
A réduit =^ At réduit B réduit. 

(ii) 5"^ / est normal on a les implications : 
A normal =^ At normal 44> B normal. 

(iii) Si f est régulier on a les implications : 
A régulier =^ At régulier B régulier. 

(iv) Si f est normal on a les implications : 

A intégralement clos ^ At intégralement clos 4^ B intégralement 
clos. 
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Démonstration. 

(1) At est noethérien [Bour, AC II, § 2, n° 4, cor 2 de prop 10], de même 
que À [R 2, p 125] et Â [Bour, AC III, § 3, ii° 4, prop 8]. De plus si 
A est de type fini sur V, alors A^ est noethérien [M-W, theo 2.1]. De 
plus par [Et 4, § 1] on a les inclusions IAt C Rad At, IA C Rad A, 
lA^ C Rad A\ IA c Rad A ; donc les anneaux At, A, A^ et A sont de 
Zariski. 

(2) Grâce aux lemmes (1.5) et (1.3), l'implication 

A réduit (resp. normal ; resp. régulier) ^ At de même, 
résulte du [lemme (1.6), (1)] et l'équivalence 

At réduit (resp. normal) ^ A de même, 
c'est [R 2, p 125]. 

Si A est régulier, alors Â l'est [EGA G/y, (17.3.8.1)] : par fidèle plati- 
tude de A sur A\ A et At, ces derniers sont aussi réguliers [EGA IV, 
(6.5.2)(i)]. ^ 

Si A est intégralement clos, rappelons que ^ T, donc At est intègre 
de même corps des fractions que A, par suite At est intégralement clos 
[Bour, AG V, § 1, n° 5, prop 16]. 

(3) Résulte du [lemme (1.5) (iii)] et de [EGA IV, (6.8.1)]. 

(4) D'après le (2) et le (3) on est ramené à prouver le (4) en remplaçant A 
par At et / par le morphisme fidèlement plat /t. 

Les assertions (i) à (iii) sont fournies par le lemme (1.6). 

Pour le (iv) supposons d'abord B intégralement clos : par fidèle platitude 
de B sur At on en déduit que Spec At est connexe, normal [EGA IV, (2.1.13)] 
et noethérien, donc At est intègre [EGA I, (4.5.6)] et intégralement clos par 
[Bour, AG II, § 3, n° 3, cor 4 du théo 1 et AG V, § 1, n° 2, cor de prop 8]. 

Réciproquement supposons A := At intégralement clos : par fidèle pla- 
titude de A sur B il nous suffit de montrer que A — A est intégralement 

clos. Puisque A est intègre, l'idéal IA est sans torsion, par suite A — nAp 

p 

et IA — niAp où p parcourt l'ensemble M des idéaux maximaux de A 

[Bour, AG II, § 3, n° 3, cor 4 du théo 1] ; comme A/IA ~ A/IA ^ {0} 
par hypothèse, il existe donc p G M tel que lAp C Ap. Soit p G M tel que 

lAp C Ap : l'idéal lAp est contenu dans le seul idéal maximal p^p de Ap. Or 
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l'inclusion ^ donne l'inclusion ip : À ^ (Ap) := lim Ap/ 1"" Ap, où 

n 

(Ap) est local d'idéal maximal p{Ap) [Bour, AC III, § 3, n° 4, prop 8 (ii)] : 
le schéma Spec {Ap) est connexe et son image par le morphisme dominant 

Spec (p : Spec (Ap) — > Spec Â 

est un connexe dense, donc Spec Â est connexe ; comme Â est nocthérien (cf 
(1)) et normal (cf (4) (ii)), il en résulte que A est intègre [EGA 1, (4.5.6)] et 
intégralement clos. □ 

2. Des équivalences de catégories 

Théorème (2.1). Soit A une V-algèbre telle que l'anneau A soit noethérien. 
On suppose que le morphisme canonique Spec A — > Spec A est normal ( vrai 
par exemple si A est excellent). Alors 

(1) Le morphisme canonique 

f : Spec A — > Spec A 

est normal, fidèlement plat, à fibres géométriquement intègres. 

(2) (i) Si A est réduit alors A est intégralement fermé dans A. 

(ii) Le (i) est vérifié si A est réduit. 

(iii) On a les équivalences : 

A intègre (resp. intégralement clos) 
4^ A intègre (resp. intégralement clos). 

Démonstration. Pour le (1), Â est le séparé complété J-adique de À, et À est 
de Zariski [prop (1.7) (1)], donc / est fidèlement plat [Bour, AC 111, § 3, n° 5, 
prop 9]. L'hypothèse entraîne alors que / est normal à fibres géométriquement 
intègres via [prop (1.1) (3)], car (À,/) est un couple hensélien [R 2, théo 3, 
pl26]. 

Le (2) (i) résulte de [prop (1.1) (4)], car {A,I) est un couple hensélien, et 
le (2) (ii) provient de [prop (1.7) (2) (i)]. 

Dans le (2) (iii) l'assertion dans le cas "intégralement clos" est prouvée 
dans [prop (1.7), (4) (iv)]. Pour le cas "intègre", comme A "-^ A est fidèlement 
plat, il suffit de prouver que si A est intègre, alors A l'est : supposons 
A intègre, alors A est réduit [prop (1.7) (4) (i)] ; or les fibres de / sont 
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géométriquement intègres, ainsi Spec À est irréductible [EGA IV, (2.3.5) 
(iii)] et réduit, donc A est intègre. □ 

Théorème (2.2). Soit A une V -algèbre de type fini; on suppose que le mor- 
phisme canonique Spec A — > Spec A est normal (vrai par exemple si V est 
excellent). Alors : 

(1) Les morphismes canoniques 

g : Spec Â — > Spec A^ , h : Spec A^ — > Spec À 

sont normaux, fidèlement plats, à fibres géométriquement intègres. 

(2) (i) Si À est réduit, À est intégralement fermé dans et dans A. 

(ii) Si est réduit, A^ (resp. J^j^) est intégralement fermé dans Â 
(resp. dans Ak ). 

(iii) Les hypothèses (i) et (ii) sont satisfaites si A est réduit. 

(iv) On a les équivalences : 

A intègre (resp. intégralement clos) 

t 

A^ intègre (resp. intégralement clos) 
\ 

A intègre (resp. intégralement clos). 
Démonstration. 

(1) La preuve pour g est identique à celle du théorème précédent en remar- 
quant que [A^lA^) est un couple hensélien [Et 4, théo 3]. 

Le cas de a été traité dans [prop (1.1) (3)]. 

(2) Le (i) et le (ii) ont été vus dans le (4) de [prop (1.1)]. 
Le (iii) provient du (4) (i) de [prop (1.7)]. 

Dans le (iv) l'assertion dans le cas "intégralement clos" est prouvée dans 
[prop (1.7) (4) (iv)]. Pour le cas "intègre" les inclusions A d d A 
ramènent la preuve au (2) (iii) du théorème (2.1). □ 

Remcirque (2.2.1). Lorsque V est un anneau de valuation discrète complet 
et A une V-algèbre de type fini, A est excellent [EGA IV, (7.8.3)]. Si est 
réduit le (2) (ii) du théorème (2.2) prouve que est intégralement fermé 
dans A : on retrouve ainsi l'analogue du théorème 2 de Bosch, Dwork, Robba 
de [Bo-Dw-R] lorsque la valuation de K de [loc. cit.] est discrète ; cf. aussi 
[Bo]. 

Les théorèmes (2.3) et (2.4) qui suivent améliorent la théorème 15 de [Et 

4]- 
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Théorème (2.3). Soit A une A-algèbre telle que l'anneau A soit noethérien. 
On suppose que le morphisme canonique Spec A — > Spec A est normal ( vrai 
si A est excellent). Alors 

(1) Le foncteur £ de la catégorie des A-schémas étales dans la catégorie 
des A-schémas étales défini par 

f : Spec A — > Spec À 

est pleinement fidèle. 

(2) (i) Le foncteur T : B ^ B ®^ À de la catégorie des À-algèbres finies 
étales dans la catégorie des Â-algèbres finies étales défini par f est une 
équivalence de catégories. 

(ii) Si A est réduit (c'est le cas par exemple si A est réduit), le foncteur 
Ç qui à une A-algèbre finie étale C associe la fermeture intégrale de A 
dans C est un foncteur quasi-inverse de T . 

Démonstration. Le (1) et le (2) (i) se démontrent comme le (1) du théorème 
15 de [Et 4]. 

Pour (2) (ii) il suffit, grâce au fait que JF est une équivalence de catégories, 
de prouver que si B est une A-algèbre finie étale, alors B est la fermeture 
intégrale de A dans B ®^ A ~ S. 

Supposons A réduit et soit B une A-algèbre finie étale : alors {B, IB) 
est un couple hensélien [R 2, prop 2 (1) p 124], B est réduit par le (1) (i) 
du [lemme (1.6)] et Spec B — > Spec B est un morphisme normal [EGA IV, 
(6.8.3) (iii)] ; par le (4) de la [prop (1.1)] on en déduit que B est intégralement 
fermé dans B. Comme B est fini sur A, B est bien la fermeture intégrale de 
À dans B. □ 

Théorème (2.4). Soit A une V -algèbre de type fini; on suppose que le mor- 
phisme canonique Spec A Spec A est normal (vrai par exemple si V est 
excellent) et on désigne par {A,B) l'un des couples {A,A^), {A^,A). Alors 

(1) Le foncteur £ de la catégorie des A-schémas étales dans la catégorie 
des B-schémas étales défini par 

f : Spec B Spec A 

est pleinement fidèle. 

(2) (i) Le foncteur : T : B ^ B ®js, B de la catégorie des A-algèbres finies 
étales dans la catégorie des B-algèbres finies étales défini par f est une 
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équivalence de catégories. 

(ii) Si A est réduit ( c 'est le cas par exemple si A est réduit), le foncteur 
Ç qui à une B-algèbre finie étale C associe la fermeture intégrale de A 
dans C est un foncteur quasi-inverse de T . 

Démonstration. 

(1) Ici / est fidèlement plat et quasi-compact, donc universellement sub- 
mersif [EGA I, (3.9.4) (ii) et (7.3.5)] ; de plus les fibres de / sont géomé- 
triquement intègres [théo (2.2)]. En vertu de [SGA 1, IX, cor 3.4] le 
foncteur £ défini par / est pleinement fidèle. 

(2) Le (i) se montre comme [Et 4, théo 15, 2 (i) et (ii)]. La preuve du (ii) 
est la même que celle du (2) (ii) du [théorème (2.3)] si l'on rappelle que 
toute At-algèbre finie B est "f.c.t.f " [Et 4, prop 1] et que (S, IB) est 
un couple henséhen [loc. cit, théo 3]. □ 

Remarque (2.4.1). La partie (1) des théorèmes (2.3) et (2.4) précédents 
est une générahsation de [EGA IV, (18.9.5)]. 

3. Schémas formels et relèvements de schémas 

Théorème (3.1). Soit A une V-algèbre normale de caractéristique zéro telle 
que A soit un anneau noethérien ; on suppose A excellent etO ^ T :— l + IA. 
On note Aq = A/IA. Alors 

{1) Si ip : S' ^ Spec Aq —: S est un morphisme fini étale, il existe un 
morphisme fini 

ifj : Spec B — > Spec A 

relevant (p, où B est normal (resp. B est intégralement clos si A l'est) 
et tel que 

ipT '■ Spec Bt Spec At 
soit un relèvement fini étale de ip. 
(2) De plus il existe go & Aq et g & A relevant go tels que 

ipg : Spec Bg — > Spec Ag 
soit un relèvement fini étale de 

<f>9o ■ S' Spec {AoJ. 
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(3) Supposons de plus V excellent, A de type fini sur V et fixons une 
présentation 

>l = V[ii,...,g/(/i,.. .,/,). 

Notons P la fermeture projective de Spec A dans Py, P' le normalisé de 
P et P" la fermeture intégrale de P dans l'anneau TZ {Spec B) des fonctions 
rationnelles sur Spec B. Les morphismes structuraux P" P' et P' ^ P 
sont finis, leur composé 6 : P" ^ P aussi, et on a des carrés cartésiens 

Spec B t ^ P" Spec B c > p" 



Spec A <^ ^ p Spec A c ^ p' 

où les flèches horizontales sont des immersions ouvertes fournissant par pas- 
sage aux séparés complétés des carrés cartésiens 

S':^Spfè ^ P" ^-.Sf Spf B ^ P"^S^ 

V'i iô 

s -.^ Spf À ^ P^:S SpfÂ^P'^S 



où ip est un relèvement fini étale de (/?, 6 et 9' sont finis, P' est normal et les 
flèches horizontales sont des immersions ouvertes. 

De plus Op, est la fermeture intégrale de Op (resp. de O-p) dans 0$' [EGA 
II, (6.3.2)]. 

Enfin, 6 (resp.6') est plat si et seulement si sa réduction module I est plate. 

Donnons tout de suite un corollaire et sa démonstration avant de prouver le 
théorème. 

Corollaire (3.2). Soit V un anneau de valuation discrète complet de ca- 
ractéristique zéro, d'idéal maximal I et de corps résiduel k. Si Aq est une 

k-algèbre lisse et (/? : Spec Bq — >• Spec Aq est un morphisme fini étale, alors 
il existe une V-algèbre lisse A et un morphisme fini i/j : Spec B Spec A 
relevant (p et satisfaisant aux propriétés du théorème (3.1). 

Démonstration du corollaire (3.2). L'existence d'une V-algèbre lisse A rele- 
vant Aq résulte du théorème 6 de Elkik [E£]. Le V du corollaire est régulier 
[EGA 0/v, (17.1.4) (ii)] et excellent [EGA IV, (7.8.3)] : comme A est lisse 
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sur V, A est régulier [EGA IV, (17.5.8)] et excellent [EGA IV, (7.8.3)]. Il 
suffit alors d'appliquer le théorème (3.1). □ 

Démonstration du théorème (3.1). 

(1) et (2) . D'après [EGA IV, (18.3.2)] il existe une i-algèbre finie étale C 
telle que Spec C Spec À relève (p. Puisque A est noethérien normal on 
peut décomposer Spec A en somme de ses composantes connexes jj^ Spec Ai, 

i 

avec Ai intégralement clos, et jj^ Spec est une décomposition de Spec Â 

i 

en somme de ses composantes connexes, avec A^ intégralement clos [prop 
(1.7) (4) (iv)] : C est aussi normal noethérien et on le décompose de même. 
Comme Spec C — > Spec A est fini et plat, on est ramené au cas où ce mor- 
phisme est surjectif avec C et Â intégralement clos. 

Soient L le corps des fractions de A et Li celui de C : d'après [EGA II, 
(6.1.8)] L "-^ Li est une extension finie de corps de caractéristique nulle (donc 
l'extension est séparable) et C est la fermeture intégrale de A dans Li. Par 
le théorème de l'élément primitif il existe x & Li tel que Li = L[x] : x est 
séparable sur L [Bour, A V, prop 6 p 38], son polynôme minimal f{X) e L[X] 
est séparable [Bour, A V, prop 5 p 38], donc / A /' = 1 dans L[X] [Bour, A 
V, prop 3 p 36] ; appliquant Bczout dans i^[X], il existe gi E A tel que /, 
/' G {A)g-^ [X] et tel qu'il existe u, v G {A)g-^ [X] vérifiant l'identité uf+vf = 1 
dans (Â)gjX]. Ainsi le morphisme canonique 

: (i),, ^ (i),jX] / (/) 
est fini étale [Mi, I, 3.4] et s'insère dans le carré cocartésien 

iA. iÀ)M/{f) =: D 

Frac{À)g,^L ^ > = ^[^]/(/) = ^ ^ ; 

par suite est fidèlement plat puisqu'il est injectif. La platitude de fournit 
l'injectivité de D ^ Li, donc D est intègre (de corps des fractions Li) et 
normal [EGA IV, (17.5.7)], donc intégralement clos ; donc D est la fermeture 
intégrale de {A)g-^ dans Li. Par changement de base, fournit le morphisme 
fini étale fidèlement plat 



I. Relèvements et algèbres de Monsky-Washnitzer 



29 



p:(i),,^(i),jX]/(/), 
où / est l'image de / dans (Â)gjX]. 

Soit g2 E A un relèvement de {gi mod I) E Aq : comme {Â)gj^ est une 
74-algèbre formellement étale par les topologies /-adiques il existe un unique 
A- morphisme (en fait un 74-morphisme) 

relevant l'identité de Ag^ / lAg^ et u est un isomorphisme [EGA Oj, (6.6.21)]. 
Notons /i(-'^) e ^fl2[^] polynôme unitaire relevant 

/(X)mod/ e (i),, [X] / I{À)JX] ^ AJX] I IA,XX\ ; 

alors, si f\ désigne l'image de f\ dans (^^^[X], (Ag2)[X] / (/i) est fini et 
plat sur (Agj) car /i est unitaire [Mi, 1, 2.6 (a)]. Comme p est fini étale, que 

D et 74f,2[X] / (/i) ont même réduction mod / et que (Â)^^ s'identifie à Ag^ 
via I/, il existe un unique -morphisme 

5:[x] / (K/)) Kxx\ I (A) 

qui est un isomorphisme [EGA O7, (6.6.21)] relevant l'identité de D/ID. 
Puisqu'on a des injections 

{Â)g,,T ((I^Tt) = ((2)1), 

et que / et /i sont unitaires on en déduit que 

i^if) = fi, 

i.e. que dans l'écriture Li = L[X] / (/) on peut supposer f — e Ag^X] : 
ainsi il existe E A tel que /, /' G [X] et tel qu'il existe u,v E Ag^X] 
vérifiant l'identité uf + vf — 1 dans 74p3[X]. En particulier le morphisme 
canonique 

rj : Ag, ^ Ag,[X] / if) 
est fini étale et s'insère dans le diagramme commutatif 
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^9s' (i).3^ L ; 

par suite 77 est injectif, donc fidèlement plat. Par le même raisonnement que 
ci-dessus pour D = {A)g^ [X] / (/) on montre que {A)g.^ [X] / (/) est intègre 
et intégralement clos de corps des fractions Li. La platitude de 77 fournit l'in- 
jectivité de r : donc Ag^ [X] / (/) est intègre de corps des fractions noté Ki ; 
on notera K le corps des fractions de A. On sait par [EGA IV, (18.10.12)] 
que Kl est une extension finie étale de K et que ^((^[X] / (/) est la fermeture 
intégrale de Ag^ dans Ki : comme / est irréductible dans L[X], il l'est aussi 
dans K[X] C L[X], d'où Ki = K[X] / (/). 

Comme A est excellent, il est universellement japonais [EGA IV, (7.8.3) 

(vi)] : la fermeture intégrale B de A dans Ki = K[X] / (/) est une A- 
algèbre finie, Spec B Spec A est surjectif et Bg,^ = Ag,^[X] / (/) ; B est 
aussi la fermeture intégrale de A dans ^g3[Ar] / (/), Bt est la fermeture 
intégrale de At dans 74g3j,[X] / (/), et le corps des fractions de B est Ki 
(donc B est intégralement clos) . Gomme Spec A Spec A est un morphisme 
régulier [EGA IV, (7.8.3) (v)], donc normal, la fermeture intégrale de A dans 
{À)g,[X] I (/) est égale à Ê = [EGA IV, (6.14.4)] : or (i),3[X] / (/) 

est intégralement clos; donc B est la fermeture intégrale de A dans Li, d'où 
B = C. On en déduit que B et C ont même réduction mod /, d'où l'existence 
du morphisme fini 

■0 : Spec B — > Spec A 
relevant (/? et il suffit de prendre g — ga, go — g mod /. 

De plus Spec Â = Spec Ât Spec At est un morphisme normal 
puisque At est excellent : par suite la fermeture intégrale de A = At 
dans (Â)g3[X] / (/), qu'on sait être égale k C — B, est aussi égale à 
Bt 'S'At Â = Bt — B [EGA IV, (6.14.4)]. Par passage aux séparés complétés 
■0 induit 

■0 = Spec Ê — >• Spec Â 
qui s'identifie à notre morphisme fini étale 

Spec C — > Spec Â ; 
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par fidèle platitude de À sur At le morphisme 

ipT — Spec Bt Spec At 
est donc fini étale et c'est clairement un relèvement de : 5" — > Spec Aq. 

(3) On se ramène k A et B intégralement clos comme en (1) dont on reprend 
les notations. Le schéma P est intègre, car on a supposé A intègre [EGA 1, 
(6.10.5)], d'où 7^(P) = n {Spec A) = Frac A = K est un corps [EGA I, 
(8.1.5)]. Le schéma P est excellent, donc pour chaque ouvert U — Spec R C 
P, R est japonais [EGA IV, (7.8.3)] : ainsi la fermeture intégrale P' (resp. P") 
de P dans 7^ {Spec A) = K (resp. dans 7^ {Spec B) = Ki = K[X] / (/)) est 
un P-schéma fini et on a 7^(P') = K (resp. 7^(P") = K^) [EGA 11, (6.3.7)] : 
évidemment P" est aussi la fermeture intégrale de P' dans Ki et P" — > P' 
est fini. De plus P' est intégralement clos car noethérien normal et intègre 
[EGA II, (6.3.8)1 ; comme A est intégralement clos, P' est aussi la fermeture 
intégrale de P dans Spec A : on a donc une immersion ouverte 

Spec A^ P' 

[R 2, cor 2, p 42]. Par [EGA II, Rq entre (6.3.4) et (6.3.5)] ou [EGA IV, 
(6.14.4)] les carrés 



Spec B c > P" 

Spec A c > 



Spec B c > P" 

e 

Spec A c ^ P' 



sont cartésiens. 



On conclut la démonstration du théorème (3.1) par passage aux séparés 
complétés : que Op, soit la fermeture intégrale àe Op (resp. Op) dans Os' 
résulte de [EGA IV, (6.14.4)] compte tenu du fait que P — > P est un mor- 
phisme normal, car P est excellent. De même P' — > P' est normal : ainsi P' 
est normal car P' l'est [prop (1-7)]. 

Il nous reste à montrer que si 6 mod / (resp. 6' mod I) est plat, alors 9 
(resp. 6') est plat : faisons la démonstration pour 6. Comme ci-dessus on peut 
supposer P intègre et se limiter à un ouvert affine V = Spec R de P : alors 
l'ensemble U des points de V tels que la restriction de 6 k 9^^{U) soit plate 
est un ouvert non vide de V [EGA IV, (11.1.1), (2.4.6), (6.9.1)] et U contient 
la réduction Vq de V modulo / par hypothèse. En posant : U := U Xy Spec R 
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et P" :— Ù Xp P", soit 9 : P" ^ Ù l'image inverse de 9 par le changement 
de base U — > P : ^ est plat. Or U est un ouvert de Spec R qui contient Vq, 
donc Ù = Spec R via [EGA IV, (18.5.4.3)] car {Spec R, Vq) est un couple 
hensélicn [Et 4, théo 3]. Par passage aux complétés formels, 9 : P" ^ P est 
plat. □ 

Théorème (3.3). Soient V un anneau excellent normal, I C V un idéal 
et Vo = V/I tel que (V, Vq) soit un couple hensélien au sens de [EGA IV, 
(18.5.5)] ; on suppose Vq normal. Soient Sq = Spec Aq un Vo-schéma affine 
et lisse, A — V[ti, ...,td]/ J une V-algèbre lisse relevant Aq et dont on a fixé 
une présentation et S — Spec A : on note A le séparé complété de A pour 
la topologie I-adique, A^ son complété faible, A l'hensélisé de A au sens de 
Raynaud et S = Spec A, S^ = Spec A^, S = Spec A. On désigne par S 
l'adhérence schématique de S dansFy, et par S (resp. S) le complété formel 
I-adique de S (resp. de S). 

Soit f : Xq ^ Sq un Vo-morphisme projectif. Alors 
(3.3.1) // existe un carré cartésien 



(3.3.1.1) 




dans lequel h est projectif, h est un relèvement projectif de f et les 
flèches horizontales sont des immersions ouvertes. 

(3.3.2) Considérons le diagramme commutatif à carrés cartésiens déduit 
de (3.3.1.1) 



(3.3.2.1) 




dans lequel h, hg, hst, hg sont des relèvements projectifs de f. 



Alors on a équivalence entre les propriétés suivantes 
(i) X est plat sur V et f est plat, 
(a) h g est plat. 
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(iii) hst est plat. 

(iv) h g est plat. 

(3.3.3) Alors on a équivalence entre les propriétés suivantes : 
(i) X est plat sur V et f est lisse. 

(a) h g est lisse. 

(iii) hgt est lisse. 

(iv) h g est lisse. 

(3.3.4) Le carré cartésien (3.3.1.1) fournit par passage aux complétés for- 
mels un carré cartésien de V-schémas formels 

X ^ — 

(3.3.4.1) |t 

S"- >5 

dans lequel h est un relèvement projectif de f, h est projectif et les 
flèches horizontales sont des immersions ouvertes. 

De plus on a équivalence entre les propriétés suivantes : 
(i) X est plat sur V et f est plat (resp. f est lisse), 
(a) h est plat (resp. h est lisse). 

Démonstration. Quitte à décomposer les schémas normaux noethériens Spec V 
et 5*0 en somme de leurs composantes connexes on supposera dans toute la 
suite que Spec V et 5*0 sont connexes, donc intégralement clos. 

Pour (3.3.1). Le morphisme projectif / se factorise en / : Xq'—^F^^ ^ Sq — 
Spec Aq où io est une immersion fermée et sq est le morphisme canonique. 
Soient {xo,xi, ...,Xn) les coordonnées projectives sur P^^ (resp. sur Pg) : 
alors Xq est isomorphe à Proj{AQ[xo,Xi, ...,Xn\/J^^) pour un certain idéal 
homogène J''^ de l'anneau noethérien Aq[ ] : J'^ est engendré par 

un nombre fini de polynômes homogènes /q, /q. Pour a G {1, ...,r} rele- 
vons fg en un polynôme homogène /" G A[xo,Xi, ...,Xn] de même degré en 
relevant coefficient par coefficient de à A, et soit l'idéal (homogène) 
engendré par f^, 

J^{f\-,f) C A[xo,Xi,...,Xn] . 

Désignons par 

t:X = Proj{A[xo, Xi, ...,Xn]/J) ^ 

l'immersion fermée et par pg : Fg ^ S = Spec A la projection canonique. 
Alors le morphisme composé 
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h — ps °i '■ ^ ^ S 

est un relèvement projectif de /. Notons pg : — >■ 5* la projection canonique, 



X la fermeture intégrale de P^ dans X, i : X 



P^ l'immersion fermée et 



h = pgO i : h est projectif. On dispose ainsi d'un carré cartésien 



X^X 



(3.3.1.1) 



où les flèches horizontales sont des immersions ouvertes. 



Pour (3.3.2). On a le lemme suivant : 
Lemme(3.3.2.2). On a l'équivalence : 



X est plat sur V '^=^ Xg est plat sur V . 

Démonstration du lemme. Notons v le morphisme composé X ^ S ^ Spec V 
et w le composé de v avec le morphisme plat Xg ^ X. Si v est plat, w l'est. 
Supposons que w soit plat : d'après le critère de platitude par fibres [EGA 
IV,(11.3.10)] V est plat sur sa fibre spéciale Xq, donc au-dessus de Vq. Or 
par le théorème de platitude générique [EGA IV, (6.9.1)] il existe un ouvert 
non vide V de Spec V au-dessus duquel v est lisse; comme cet ouvert V 
contient Spec Vq d'après le raisonnement fait ci-dessus, il résulte de [EGA 
IV, (18.5.4.3)] que V — Spec V puisque (V, Vo) est un couple henséhen. D'oii 
le lemme. □ 



On montre de la même façon le lemme suivant : 



Lemme(3.3.2.3). Avec V comme dans le théorème (3.3), soit B une V- 
algèbre de type fini, de séparé complété I-adique notéB. Alors on a l'équivalence : 



B est plat sur V B est plat sur V 
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Par fidèle platitude des morphismes S ^ S'^ et S'^ ^ S les propriétés 
(a), {iii), (iv) sont équivalentes. 

Supposons (ii) vérifié : alors Xg est plat sur V, donc par le lemme (3.3.2.2) 
X est plat sur V et (i) est clair. Il nous reste à prouver que (i) =^ (ii). 
Supposons la propriété (i) vérifiée. Puisque Xg est plat sur V (car X est 
plat sur V) et / est plat, le critère de platitude par fibres [EGA IV, (11. 3. 10)] 
prouve que hg est plat en tous les points au-dessus de Sq. Or Spec A est 
connexe car 5*0 = Spec Aq l'est [Et 4, cor 2 du thco 3] ; comme A est normal 
et que le morphismc A ^ A est normal, car régulier [EGA IV, (7.8.3) (v)], il 
résulte de la [prop (1.7) 4 (ii)] que A est normal, donc que A est intégralement 
clos. Par le théorème de platitude générique [EGA IV, (6.9.1)] il existe un 
ouvert non vide V de Spec A tel que la restriction hy '■ h~^^{V) ~* V de 
hg soit plate. Or V contient Spec Aq d'après le raisonnement fait ci-dessus, 
donc V = Spec Â =: S puisque {S, Sq) est un couple hensélien [EGA IV, 
(18.5.4.3)]. 

Pour (3.3.3). Par fidèle platitude des morphismes S ^ S'^ et S^ ^ S 
les propriétés {ii), {iii), {iv) sont équivalentes. Comme (ii) =^ (i) est clair, il 
nous reste à prouver que (i) ^ (ii). 

Supposons la propriété (i) vérifiée. D'après (3.3.2) hg est plat. Appliquons 
[EGA IV, (12.2.4)] au morphisme projectif et plat hg : l'ouvert W des s E S 
où hg : {Xg)s — > s est lisse contient Spec Aq puisque / est lisse, donc W — S 
là encore en utihsant le caractère hensélien du couple {S, Sq) . Ainsi on a ob- 
tenu un relèvement projectif et lisse hg : Xg ^ S de f. 

Pour (3.3.4). Il suffit de prendre le complété formel du carré (3.3.1.1) : 
on obtient un carré cartésien de V-schémas formels 



(3.3.4.1) 




dans lequel h et h sont projectifs. Puisque À est un anneau de Zariski et que 
h est le complété de h,hg, il résulte de [Bour, AC III, §5; n°4, prop 2, et 
n° 2, théo 1] que la platitude (resp. la lissité) de h équivaut à celle de hg ; 
d'oii l'équivalence des propriétés (i) et (ii) . □ 
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Remcirques (3.3.5). Supposons que V est un anneau de valuation discrète 
complet, / son idéal maximal, k son corps résiduel et tt une uniformisante. 

(i) L'hypothèse de platitude de X sur V dans (3.3.2), (3.3.3) et (3.3.4) 

équivaut à Ox sans 7r-torsion. 

(ii) Lorsque S = Spec V, un exemple de Serre [S 1] prouve qu'il existe des 
cas 011 X n'est pas plat sur V : dans ce cas h n'est pas plat. Nous allons voir 
ci-dessous en (3.3.7) une condition suffisante de platitude de h, celle où le 
morphisme projcctif / identifie X à une intersection complète dans un espace 
projectif (cf définition (3.3.6)). 

En nous inspirant de la définition donnée par Deligne des intersections 
complètes dans un fibré projectif [SGA 7, II, exp.XI, 1.4] on adoptera la 
définition suivante : 



Définition (3.3.6). Soit f : X ^ S un morphisme de schémas. On dira que 
X est une intersection complète relativement à S dans des espaces projectifs 
sur S si il existe un recouvrement de S par des ouverts de Zariski Sa, S — 
U Sa et, en désignant par fa : Xa — > Sa le morphisme déduit de f par le 

a 

changement de base Sa — > -S", il existe, pour chaque a, un couple (riaî'^a) £ 
N* X N et une Sa-immersion fermée ia qui factorise fa 



(3.3.6.1) 




où Pa désigne la projection canonique, telle que : 



(i) fibre à fibre, ia est de codirnensionra, i-e. pour tout s = Spec k{s) G Sa, 
si ia,s '■ Xa^s ^ P"" désigne la fibre de ia au-dessus de s, on a ra = 
codim (Xa,s',K'') 

(ii) il existe un recouvrement de Sa par des ouverts de Zariski Sa,p, Sa — 
\J Sai3 tels que, en désignant par 



(3.3.6.2) 




le diagramme déduit de (3.3.6.1) par le changement de hase Sa,i3 Sa 
chaque Xa,p = Proj(Os„,^[a;o, ...,XnJ/ Ja,p) est l'intersection de r, 
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hypersurfaces (de certains degrés) au sens schématique, i.e. l'idéal J'agis 
est engendré par ra éléments homogènes. 

On dit alors que est une intersection complète relativement à Sa dans 
P5" de codimension ra- 

Nous allons établir le corollaire suivant du théorème (3.3) : 

Corollaire (3.3.7). Soient V un anneau local normal d'idéal maximal I dV, 
complet pour la topologie I-adique, de corps résiduel k — V/I. Soient Sq un 
k-schéma lisse et séparé, f : Xq Sq un k-m,orphisme projectif et lisse 
tel que Xq est une intersection complète, relativement à Sq, dans des es- 
paces projectif s sur Sq, Sa,/3 = Spec Aq un k-schéma affine et lisse tel qu'en 
(3.3.6.2), A — V[ii, ...,td]/ J une V-algèbre lisse relevant Aq, dont on a fixé 
une présentation, et S = Spec A : on note A le séparé complété de A pour 
la topologie I-adique, A"^ son complété faible, A l'hensélisé de A au sens de 
Raynaud et S = Spec A, S'^ = Spec A'^ , S = Spec A. On désigne par S 
l'adhérence schématique de S dansFy, et par S (resp. S) le complété formel 
I-adique de S (resp. de S). 

Alors le X construit en (3.3.1) est plat surV et les morphismes kg, h^t, h§ de 
(3.3.2) sont des relèvements projectif s et lisses du morphisme fa^p '■ X^^p — > 
Sa,i3 déduit de f par le changement de hase Sa,i3 ^ Sq. De plus on dispose 
d'un diagramme tel que (3.3.4.1) dans lequel h est un relèvement projectif et 
lisse de f. 

Démonstration. L'anneau V est excellent [EGA IV, (7.8.3) (iii)]. Quitte à 
faire le changement de base Sa^p Sq on supposera dans la suite de la 
démonstration que fa,i3 = f- Quitte à décomposer les schémas normaux 
noethériens Spec V, 5*0 et Xç, en somme de leurs composantes connexes on 
supposera dans toute la suite que Spec V, Sq et Xq sont connexes, donc 
intégralement clos. En utilisant alors les notations de la preuve de (3.3), avec 
Xq — Proj{AQ[xQ,Xi, x„]/i7°), on dispose du diagramme commutatif 




Comme / est plat et 5*0 connexe, pour tout s G 5*0, la dimension de Xq^s = 
f~^{s) est constante [H 2, III, cor 9.10], donc la codimension Codim (Xo,s, ^k(s)) 
aussi : notons r cette dernière. Puisque Xq est une intersection complète, rela- 
tivement à 5*0, dans P^^ , l'idéal J'^ possède une famille génératrice constituée 
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de r éléments homogènes : notons ceux-ci /q, ...,/q, que l'on relève comme 
dans la preuve de (3.3) en f^,...,f^; d'où un diagramme tel que (3.3.1.1). 
Notons 3 £ [[0,îT']], chacun des espaces affines qui recouvrent Pg et 

X(j) = Spec {A[xq, Xn]/ {xj — 1, /\ /*")) le schéma induit sur Ag ^-^.^ par 
X. Il s'agit de montrer que, pour tout j, est plat sur S. Pour j G 

|0,n], notons ^o,(i) (resp A^^ q.^) la réduction de X(j) (resp A^^.^) mod / et 

•^o,(j)('^0' "^i-i' "^i+i' ■^»*) ~ /ol-^Oj •••) ^'j-ij = 1) a;„), £ G 

Pour prouver la platitude de X(^j) sur 5", il suffit d'après [Mi, I, Rk 2.6 (d)] 
de prouver que (/o (j); /o q)) suite régulière, ce qui équivaut ici 

[EGA 0/y, (15.2.2) et (15.2.3)] à prouver qu'elle est quasi-régulière. Or îq est 
une immersion fermée régulière d'après [EGA IV, (17.12.1)], i.c., pour tout 
J G [0,n], l'idéal J-O) := (/o'o), -, /o,0)) ^st régulier [EGA IV, (16.9.2)] : 
donc, d'après [EGA 0/y, (15.2.2)] et [EGA IV, (16.1.2.2)], l'homomorphisme 
(ii) de [EGA IV, (16.9.3)] est bijectif. Comme io est régulière, donc quasi- 
réguhère, le faisceau conormal A/xo/pg est localement hbre [EGA IV, (16.9.8)] , 
i.e. pour tout j G |0,n]| est localement libre : or ici, fibre à fibre 

au-dessus de chaque point s G Sq, il est de rang égal à rg {J^^^/ {J^j^)'^) = 
Codim (Xo,„P^(,))= r. Donc, pour tout j G |0,n], J^--^/ {Jf.-^f est locale- 
ment libre de rang r. Or les images de /of^)- ■■■■/^(^.j^ dans J^j-^/ {J^j-^)'^ l'en- 
gendrent en tant que Ox^ (j)/^(j)"^odule : étant au nombre de r c'en est une 
base [Bour, AC II, §3, cor 5 du théo 1] ; ainsi [EGA IV, (16.9.3)] la suite 
(/oQ), ■■■ifo{j)) quasi- régulière. Ceci achève la preuve du corollaire. □ 

Dans le théorème qui suit on particularise les hypothèses faites sur l'an- 
neau V dans le théorème (3.1) ce qui permet d'étendre celui-ci du cas "fini 
étale" au cas "fini" : 

Théorème (3.4). Soient V un anneau excellent normal de caractéristique 
zéro, I (ZV un idéal et Vq = V/I tel que (V, Vg) soit un couple hensélien au 
sens de [EGA IV, (18.5.5)] . Soient Aq et Cq deux Vo-algèbres lisses et 

ipo : Ao ^ Cq 

un Vo-morphisme fini (resp. fini et plat; resp. fini et fidèlement plat; resp. 
fini étale) ; fixons deux V-algèbres lisses A et G relevant respectivement Aq 
et Cq et notons A, G leurs séparés complétés I-adiques. 

Alors 

(1) // existe un V -morphisme 
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fini (resp. fini et plat; resp. fini et fidèlement plat; resp. fini étale) 
relevant (pQ. 

(2) (i) // existe une V -algèbre de type fini B normale (resp. intégralement 
close si A l'est) relevant Cq, un V-morphisme fini 

relevant (po et un V -isomorphisme C B s 'insérant dans un triangle 
commutatif 



A 




C 



(ii) De plus les V-morphismes 

ipT : At^ Bt et = -0 ® a : ^'^ ^ -B'^ ~ -B (g)^ A^ 

sont finis ( resp. finis et plats ; resp. finis et fidèlement plats ; resp. finis 
étales) et relèvent ip^ ; les morphismes ipT et -0^ s'identifient à ip. 

(3) Fixons de plus une présentation de la V-algèbre A 

A = v[ti,...,g/(/i, ...,/,) 

et reprenons les notations du (3) du théorème (3.1). On a les mêmes 
carrés cartésiens, mais où cette fois ip est un relèvement fini (resp. 
fini et plat; resp. fini et fidèlement plat; resp. fini étale) de (fio et où 
9, 9', 9, 9' sont finis. De plus 9 {resp. 9') est plat si et seulement si sa 
réduction modulo I est plate. 

Démonstration de (3.4). 

(1) L'existence de A et C résulte du thcorcmc 6 de Elkik [E^] et celle de (p 
se déduit de la lissité formelle de A sur V : donc (p est un morphisme 
fini [Bour, AC III, § 2, no 11, prop 14]. 
On conclut comme dans le théorème 17 de [Et 4]. 
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(2) et (3) Décomposant les schémas normaux Spec ^4, Spec C en somme 
de leurs composantes connexes, on peut supposer ^4 et C intégralement 
clos : alors A ei C sont aussi intégralement clos [prop (1.7) (4) (iv)], 
car A et C sont excellents. Le théorème de platitude générique [EGA 
IV, (6.9.1)] prouve alors la surjectivité du morphisme fini Spec{ip) : 
Spec C — > Spec A. 

Soient L le corps des fractions de Â et Li celui de (7 : la suite de la 
démonstration est alors identique celle du théorème (3.1). □ 

Corollaire (3.5). Avec V comme dans le théorème (3.4) fixons une V -algèbre 
lisse A. Notons (resp. Cj^ ; resp.Cjj:^ ; resp.Cj^^) la catégorie des A^- 
algèbres finies B (resp. finies et plates ; resp. finies et fidèlement plates ; resp. 
finies étales) telles que B soit formellement lisse sur V pour la topologie I- 

adique : on notera C (resp. C ; resp. C) les catégories analogues obtenues en 
remplaçant par A (resp. par A ; resp. par Aq) ; ici on a omis les indices 
"f", "fp" .... Alors 

(1) Le foncteur 

T -.B^B i {resp. : B ^ B ®^ A^) 

est une équivalence de catégories de la catégorie Cj (resp. Cf) dans 
la catégorie Cf {resp. Cf) : on a les mêmes résultats avec les indices 
fp, ffP et fét. 

(2) Un foncteur quasi-inverse de T est fourni par le foncteur Q qui à une 
A-algèbre (resp. A^ -algèbre) finie V associe la fermeture intégrale de 
A^ (resp. A) dans V. 

(3) (i) Le foncteur 

n{resp. V) ; resp. H^) B ^ B / IB 

est un foncteur plein et essentiellement surjectif de la catégorie Cf {resp. 

Cj ; resp. Cf) dans la catégorie Cf : on a les mêmes résultats avec les 

indices fp et f fp. 
(a) Le foncteur 

Hét-B^B / IB 

est une équivalence de catégories de la catégorie C fét (resp. Cj^^ ; resp. 

o 

Cfét) dans la catégorie Cfét ■ 
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Démonstration. 

Le (3) (ii) est ici pour mémoire car montré dans [théo 2.4]. 

(1) et (2). On fait la démonstration pour l'indice et : C) 
autres étant analogues. 



Cf, les 



Le foncteur JT est fidèle d'après [EGA IV (2.2.16)]. 

Prouvons que JF est essentiellement surjectif. Soit : : Â ^ C 
un objet de Cf ; la réduction mod /, Cq, de C est une Vo-algèbre lisse 
que l'on relève par le théorème de Elkik en une V-algèbre lisse D : par 
lissité formelle de C sur V il existe un V-morphisme 9i : C ^ D et 
c'est un isomorphisme ; comme le diagramme suivant commute : 



C 



D 



V 

on peut voir 9i comme un Â-isomorphisme au moyen de la flèche en 
pointillé 6i o ip. Le théorème (3.4) fournit alors une A-algèbre finie B, 
ijj : A ^ B, et un A-isomorphisme 

êo : D^È 




s'insérant dans le diagramme commutatif 




donc (fi ^(V'^ ■ ~^ -S^) et est essentiellement surjectif. 



Prouvons que est plein. Soient ip : Â C et ip' : À ^ C deux 
objets de Cf et X : C ^ C un A-morphisme. On vient de montrer qu'il 
existe des morphismcs finis ip : A ^ B,i/j' : A ^ B' s'insérant dans le 
diagramme commutatif 
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OÙ l'on a posé A' = ^' o A o 9~^. Il s'agit de trouver un ^'^-morphisme 

: ^ B'^ induisant A' par passage aux complétés. 
Comme dans le théorème (3.4) on se ramène au cas oii A, A, C et C 
sont intégralement clos. On a vu dans la démonstration du théorème 
(3.4) (semblable à celle de (3.1)) qu'il existe a G A et /, g' G ^a[-^] 
tels que et ■^^ soient finis étales et s'identifient aux morphismes 
canoniques : 

^Pa:Aa^Ba = Aa[X] / (/) 

^1 : A, 51 = A JX] / {g); 
ipa, i^a ^^^^ fi^i^ étales et s'identifient à 

(^)„ : (i)„ (S)„ = {ÂUX] / if) 

{^% : (i)„ {B% = {ÂUX] / (g) 
et font commuter le triangle dont les flèches sont flnies étales 



(Aa) = {{Âu) — (TêiT) = (ST) 



(A'a) 



ma) = (B'^) 

Par l'équivalence de (3) (ii) il existe un morphisme p fini étale, qui 
relève (A^) et fait commuter le triangle 



{AaY 



P 

(B'aV 
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D'après la proposition 2 de [Et 5] on a les égalités 



comme p et A' induisent tous deux (A^), la restriction de p et A' à 
5^ = {BaY n B fournit le 74^-morpliisme cherché 

At : ^ . 

(2) Se démontre comme le (2) (ii) du théorème (2.4). 

(3) (i) Il suffit de le prouver pour H^. 



On prouve que Tï^ est essentiellement surjectif par une méthode ana- 
logue à celle utilisée pour dans le (1) : étant donnée une Ag-algèbre 
finie Bq. on trouve une A-algèbrc finie B relevant Bq et donc B est une 
A-algèbre finie répondant à la question. 



Pour montrer que Ti.^ est plein on part d'un 74o-morphisme Aq : -Bo — ^ 
B'q ; avec B et B' comme ci-dessus et lissité formelle de B sur V on en 
déduit un V-morphisme (en fait un A-morphisme) \ : B ^ B' qui 
relève Aq. □ 



Corollaire (3.6). Avec les hypothèses et notations du (3) du théorème (3.4), 
supposons de plus donné un carré cartésien de V -schémas formels 



x"- — 

h 



h 



OÙ h est propre. Alors le V -schéma formel X' défini par le produit fihré 




admet une compactification X' définie par le cube à faces cartésiennes 
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OÙ 9 est fini. 

De plus on a les mêmes résultats en remplaçant S par S. 

Démonstration. Comme j' est une immersion ouverte il en est de même de 
A" ^ X'. De plus X' est fini puisque è l'est [théo (3.4) (3)] ; d'où le 

corollaire. □ 

Corollaire (3.7). Avec les hypothèses et notations du théorème (3.4), sup- 
posons de plus (fo fini étale galoisien du groupe G. Alors 

(1) i/j : S' — Spf Ê ^ S = Spf Â est fini étale galoisien de groupe G. 

(2) On a un carré cartésien 



ho 



ho 



où ho — Spec ipo = ip mod I, Sq et S'q sont propres sur Vq et normaux, 
Hq est fini, et jQ,j^ sont des immersions ouvertes dominantes. De plus 
G agit sur Sq par So-automorphismes et on a un isomorphisme 



So 



Démonstration. 
Le (1) est classique. 

Dans le (2) on prend pour Sq le normalisé de P' mod J, et pour S'q la fer- 
meture intégrale de So dans Sq ; d'oii le carré cartésien ci-dessus, et un carré 
commutât if 
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jo*ao- — - — ' Os-, 

à flèches horizontales injectives. 

Pour l'action de G on peut supposer 5*0 connexe, donc intégralement clos 
puisqu'il est lisse sur Vo : alors 5*0 est intègre et normal, donc Og, est un 
faisceau d'anneaux intégralement clos, de corps des fractions celui de Oso- 

Considérons g & G et une section x de ho^Ogr : alors g{x) est une section 
de jo*ho^Os'g qui est entière sur O-g^, donc g{x) est en fait une section de 
/io* O-gT car S''o est la fermeture intégrale de 5*0 dans S'^. 

Si l'on suppose de plus x flxe par G, alors x est une section de jo*C's'o 
(fio est galoisien de groupe G; or x est entière sur Og^ , donc x est une section 
de Og puisque O-g est intégralement clos. D'oià le corollaire. □ 
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II. Espaces rigides analytiques 
et images directes 

0. Notations 

Pour les notions sur les espaces rigides analytiques nous renvoyons le lec- 
teur à [B 3] et [B-G-R]. Sauf mention contraire dans tout ce II on désigne 

par V un anneau de valuation discrète complet, de corps résiduel k = V/m 
de caractéristique p > 0, de corps des fractions K de caractéristique 0, d'uni- 
formisante TT et d'indice de ramification e. 

On suppose donné un entier a G N* et on désigne par C{k) un anneau de 
Cohen de k de caractéristique [Bour, AC IX, § 2, n° 3, prop 5] : C{k) est 
un anneau de valuation discrète complet d'idéal maximal p C{k) [EGA 0/y, 
19.8.5] et on note Kq son corps des fractions, Kq = Frac {C{k)). Il existe 
une injection fidèlement plate C{k) "-^ V qui fait de V un C( A;) -module libre 
de rang e [EGA Ojv, 19.8.6, 19.8.8] et [Bour, AC IX, § 2, n° 1, prop 2]. On 
fixe un relèvement a : V —> V de la puissance a*^'"'^ du Frobenius absolu 
de k, tel que o"(7r) = n comme dans [Et 5, 1, 1.1] (un tel a existe d'après 
loc. cit.) ; on notera encore a l'extension naturelle de a k K : lorsque k est 
parfait C{k) est isomorphe à l'anneau W{k) des vecteurs de Witt de k et 
(7 est un automorphisme de K. Si k ^ k' est une extension de corps de 
caractéristique p > 0, V' := V ®c(fe) C{k'), K' — Prac(V'), on peut relever la 
puissance a*^™^ du Frobenius absolu de k' en un morphisme a' : K' ^ K' 
au-dessus de a : K ^ K [Et 5, I, 1.1]. 
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1. Changement de base pour un morphisme 
propre 

Le théorème suivant est un préalable pour les théorèmes de changement 
de base en géométrie rigide. 

Théorème (1.1). Soient V un anneau noethérien et I % V un idéal; on 
suppose V séparé et complet pour la topologie I-adique. Soit 

X' ^^X 



9 

S' 



f 



un carré cartésien de V -schémas formels (pour la topologie I-adique) de type 
fini, avec f propre. 

(1) Soit T un Ox-Tnodule cohérent. Alors, pour tout entier i ^ 0, R^f^{J-) 
est un Os-module cohérent et le morphisme de changement de base 

u*R'U{T) R'g,v*{T) 

est un isomorphisme. 

(2) Soient un complexe borné de Os-modules plats, à composantes des 
Ox-modules cohérents et = ®Os ^s' ■ On suppose S plat sur V 
et u plat. Alors, pour tout entier i ^ 0, f\{£'-i^) est un Os-module 
cohérent et le morphisme de changement de base 

u*R'M£-x) — R'g.i^'p,,) 

est un isomorphisme, qui s'interprète aussi comme un isomorphisme 

lim<i?7„,(£^J— ^ lim R'gn.{S'x^) ; 

n n 

(cf. notations plus bas). 
Démonstration. 

(1) La cohérence de R^f^{!F) sur Os est rappelée pour mémoire [EGA 
III, (3.4.2)]. Notons JF„ = T jl'^^^T et le morphisme canonique 

: Rf^.{T) Rf^[Tr(). Posons C„ = Cokcr H = Rf^{T),Hn = 
R'f*{^n) et H'„ = n/I''+^n. Comme 7"+^^ C Ker (p^ on a une sur- 
jection 
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de noyau noté Kn- Dans les suites exactes 

(1.1.1) ^ X„ ^ K ^ n/Ker ^n^O 

(1.1.2) n/Ker ^ Un ^ ^ 0, 

les systèmes projectifs {'H'^n et (7Y/Ker (/?„)« vérifient la condition de 
Mittag-Leffler (notée M-L) car les flèches de transition sont surjectives. 
De plus {'Hn)n vérifie M-L d'après [EGA III, (3.4.3)], donc (C„)„ aussi 
[EGA Oui, (13.2.1)]. D'où l'exactitude de la suite 

(1.1.3) — ^ lim n/Ker — > lim Tin — ^ lim C„ — ^ . 

n n n 

D'autre part on a un isomorphisme [EGA III, (3.4.3)] 

R'U{T)^\i^ Un ; 

n 

comme R'f^^T) est un O^-module cohérent [EGA III, (3.4.2)], il est 
séparé et complet pour la topologie /-adique, donc on a aussi un iso- 
morphisme 

i?7*(^)^lim K- 

n 

Ainsi le morphisme composé 

lim Ti!^ — > limTi/Ker ^ lim 

n n n 

est un isomorphisme, donc chacune des flèches est un isomorphisme 
(car la seconde est injective par (1.1.3)). Par suite lim C„ = ; comme 

n 

{Çn)n vérifie ML, on en déduit que le pro-objet <^ (C„)„ ^ associé 
est le pro-objet nul [G 1, 195-03, §2], i.e. pour tout n, il existe n' n 
tel que C„/ — > C„ soit la flèche nulle. On a donc un isomorphisme de 
pro-objets 

< n/Kei (pn)n > ^ < {n„)n > ■ 

De la même façon <^ {Kn)n ^ est le pro-objet nul, d'oià un isomor- 
phisme de pro-objets 
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et par composition avec le précédent, un isomorphisme de pro-objets 



(1.1.4) < {n'n)n > ^ < (^n)n > ■ 



En notant C (resp. C ; resp. Pro C) la catégorie des O^-modules (resp. 
des (^^/-modules ; resp. des pro-objets de C) le foncteur u* : C ^ C 
s'étend en un foncteur u* : Pro C — > C . Comme u*{7i) est un Os'- 
module cohérent il est séparé et complet pour la topologie /-adique, 
d'oià un isomorphisme 

n 

or {7ïn)n et {7i'n)n vérifient M.L, donc d'après [G 1, 195-05, fin du § 2] 
et (1.1.4) on a des isomorphismes 



u*{n)^ lim u*{n'J 

n 

~ «*(< (n'n)n >) [Gl, 195] 
~ «*(< {HrX >) (1.1.4) 

~ lim u*{n„) [G 1, 195] 

n 

~ lim <(7i„) 

n 

où l'on note 



X: 



■ Xri 



Qn 



fn 



S' 



le carré cartésien déduit de celui de la proposition par réduction mod 

jn+l 

Or le théorème de changement de base pour un morphisme propre [SGA 
4, T3, XII, théo 5.1] fournit un isomorphisme 



d'où 
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n n 

^ R'g^{v*{T)) [EGA III, (3.4.3)]. 
D'où le (1) du théorème. 

(2) On note = V//"+\ = 8';, / 1''^' 8';, et = 8';,,/^+' 8'^,. 

D'après [SGA 4, XVII, théo 4.3.1] on a un isomorphisme dans la catégorie 
dérivée des V„_i-modules sur S'^_x ■ 

D'après les hypothèses, 8x^ est à composantes plates sur Vn («5 est plat 
sur V) d'oià un isomorphisme 

Or on a un isomorphisme 

Vn-lèvr.^M^xJ Os„_, Rfn* (^xj , 

d'oià un isomorphisme 

(1.1.5) RU{8'xJ Os^_, RfnM^hJ- 

Comme R^^^ (^^x„) l'aboutissement d'une suite spectrale de 
terme E]^-' donné par 

E]:^ = R^U{8^J 

et que E^^-' est cohérent sur Os„ puisque /„ est propre, on en déduit 
que fn* (^x„) est cohérent sur donc grâce à (1.1.5) et [B-0, 
page B-4], que [R fn* (^x„))n est un objet "consistant" au sens de loc. 
cit : par suite [B-0, page B-7] on a des isomorphismes canoniques de 
O^-modules cohérents 

(1.1.6) i^*(Mlim RU{8-xJ) ^lim R'U{8'xJ. 
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Dans la démonstration du (1) on a rappelé l'isomorphisme (pour tout 
C^r-niodule cohérent T) 



R'M^F) lim Rfn*{Tn) 

n 

~ //^(Rlim M/n*(J^n)) 

n 

[B-0, page B-7], 
d'où un isomorphisme 

(1.1.7) R/,(^^) ^ Mlim ^fn*{S';,J, 
i.e. compte tenu de (1.1.6) 

(1.1.8) iî7*(^-) lim R'UiS'xJ , 
et c'est un O^-module cohérent. 

Puisque m„ est plat, le théorème de changement de base [SGA 4, XVII, 
théo (4.3.1)] fournit un isomorphisme 

<K/„.(£^J^M^„.(é:^,), 

et par application de R lim un isomorphisme 

n 

(1.1.9) u*Wf.{8*x) ^ "^g^iS'x')- 

En passant à la cohomologie on obtient les isomorphismes annoncés au 
(2) du théorème (1.1). □ 

Théorème (1.2). Soient V un anneau de valuation discrète séparé et com- 
plet pour la topologie m-adique, où m est son idéal maximal, k = V/m son 
corps résiduel supposé de caractéristique p > 0, K son corps des fractions de 
caractéristique 0. 

Soit 

X' -^X 

9 f 
S' 7, «S* 
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un carré cartésien de K-espaces analytiques rigides, avec f propre. 

(1.2.1) Soit E un Ox-module cohérent. Alors, pour tout entier i ^ 0, 

(1) FC'f^{E) est un Os-module cohérent. 

(2) Le morphisme de changement de base 

u*{R'ME)) Kg.{v*{E)) 
est un isomorphisme. 

(1.2.2) Soient E' un complexe borné de Os -modules plats, à composantes des 
Ox -modules cohérents et E" — E' Os'. On suppose u plat. Alors pour 
tout entier i ^ 

(1) f^{E') est un Os-module cohérent. 

(2) Le morphisme de changement de base 

u*R'U{E*) -^Rg,{E") 

est un isomorphisme. 



Démonstration du théorème (1.2). 

1ère étape. Supposons d'abord démontre le théorème dans le cas où les 
/^-espaces analytiques rigides sont tous quasi-compacts et quasi-séparés. 

Prouvons (1-2.1) dans ce cas. L'assertion (1) est locale sur S puisque 
R^f^{E) est le faisceau associé au préfaisceau 

H\r\V).E) 

oVi V parcourt les ouverts de S [SGA 4, V, prop 5.1]. 

Soient tjj : V ' — > S un ouvert afiinoïde de 5* et défini par le carré 
cartésien 



;i.2.1.1) 



W 

f ^ 

V 



X 



d'après [loc. cit.] on a alors un isomorphisme canonique 
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rR'UE) ^ R'fi{0*{E)). 

Or ici V est quasi-compact, quasi-séparé, et W aussi car /' est propre ; d'oia 
l'assertion (1) via le cas quasi-compact, quasi-séparé. 

Pour le (2) on reprend le carré cartésien (1.2.1.1) : soient 

u' -.V = V xs S' — > V 
et u" : V" ^ V' un ouvert affinoïde de V', 
et on considère le diagramme commutatif suivant 




dont les faces verticales sont cartésiennes. 

Vu le caractère local de l'isomorphisme (2) cherché, il suffit de montrer 
que l'on a un isomorphisme 

ïlj"*u*R'f4E)^tP"*Rg, v*{E). 

Or ici V et V" sont quasi-compacts, quasi-séparés, donc W et W" aussi car 
/' et g" sont propres et on peut appliquer l'isomorphisme de changement de 
base du cas quasi-compact, quasi-séparé pour le carré cartésien 



W 



V" ; 

u ou 

d'oii une suite d'isomorphismes 

ip"*u*R'u{E) = {u'u'yrR'ME) 
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R'g':{{v'v"nO*{E))) 

= R^g':ie"*iv*iE))) 
^iP"*R'g,{v*{E)). 

D'où le (2). 

Pour prouver (1.2.2) à partir du cas quasi-compact, quasi-séparé la démarche 
est analogue. 

2ème étape. Prouvons le théorème dans le cas quasi-compact, quasi-séparé. 

(1.2.1.) Le (1) est un théorème de Liitkebohmert [Lii, theo 2.7]. 
Pour le (2) on adopte les notations de [Bo-Lii 1, démonstration de 4.1] : 

o o 

d'après [loc. cit.] il existe des modèles formels X, S, S' de X, S, S' respecti- 
vement et des éclatements admissibles 

et des morphismes 

ip:x^s , e-.s'^s 

tels que 

'^rig ~ f ° '^xrig ®^ ^rig — ° ''s'rig- 

Remarquons que tous les schémas formels précédents sont admissibles au 
sens de [Bo - Lii 1], donc sont plats sur V [Bo - Lii 1, § 1]. 
On dispose donc d'un carré cartésien 

" — A' 

f 

qui est un modèle formel du carré du théorème : de plus il existe un Ox- 
module cohérent tel que ^^jg = E [Lii, 2.2], ou [Bo-Lii 1, 5.6] et (p est 
un morphisme propre [Lii, 2.6]. D'après le théorème (1.1) le morphisme de 
changement de base 

est un isomorphisme ; par passage aux fibres génériques le (1-2.1) en résulte. 
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(1.2.2) Par définition [Bo-Lii 1, § 5] un Cx-module cohérent M est plat 
sur S, s'il existe un modèle formel /i : A" — > 5 de / et un Ox-Toa.odule cohérent 
A4 tels que Ai est plat sur S aux points de (i-e. tels que Ai est rig-plat 
sur S) : l'existence de h résulte de [Bo-Lii 1, theo 4.1] et celle de Ai résulte 
de [Lii, lemma 2.2] oii l'on peut évidemment supposer Ai sans vr-torsion. 

Lemme (1.2.2.1). Avec les notations précédentes, les propriétés suivantes 

sont équivalentes : 

(i) M est plat sur S. 

(ii) Ai est rig-plat sur S. 

(iii) AA.K est un Osj^-module plat. 

De plus le A4 du (ii) peut être supposé sans t: -torsion : si S — Spf V le 
(ii) revient à dire que A4 est plat sur V (V — anneau de valuation discrète 
complet). 

Démonstration du lemme. Par définition (i) et (ii) sont équivalentes. Prouvons 
l'équivalence de (ii) et (iii). Puisque la notion de platitude est locale sur X et 
S [Bo-Lii 1, § 5], on peut supposer X et S affines, X = Spf A et S = SpfB 
où A et B sont des V-algèbres de type fini. On note encore A4 = T{X, A4). Ici 
les "rig-points" au sens de [Bo-Lii 1, § 3] sont les relèvements de Teichmiiller 
t{x) au sens de [Et 6, 2.1] : 



0- 



0- 



■A- 



f(x) 







■A 



K 



K(x) 







D'après [Bo-Lii 1], dire que Ai est rig-plat sur B c'est dire que Aip^ est plat 
sur B : or d'après [Bour, AC II, § 2, n° 5, prop ll(iii)] on a un isomorphisme 

Mp^^iAiK),^ , 
d'oii l'équivalence du lemme. □ 

Alors par [Bo-Lii 2, theo 4.1 et cor 5.9] et quitte à faire un éclatement formel 
de S on peut supposer A4 plat sur Os- 



Revenons à la preuve de (1.2.2) : le complexe E* provient d'un complexe 
S* de O^-modules, à composantes des Ox-ï^odules cohérents, et on vient 
de voir que, quitte à éclater formellement S, on peut supposer les plats 
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sur Os- 

Il suffit alors d'appliquer le (2) du théorème (1.1) et de passer aux fibres 
génériques pour obtenir (1.2.2). 

Nous rassemblons pour mémoire dans la proposition suivante quelques 
propriétés des immersions. 

Proposition (1.3). Soient V et K comme en (1.2). Alors 

(1.3.1) Toute immersion (resp. immersion ouverte, resp. immersion fermée) 
a : X ^ Y de K-espaces rigides analytiques quasi- compacts et quasi- 
séparés admet un modèle formel /3 : X ^ y au sens de [Bo-Lû 2, cor 
5.10] qui est une immersion (resp. une immersion ouverte, resp. une 
immersion fermée) : en particulier X et y sont plats sur V. 

(1.3.2) Pour tout K-espace analytique rigide X, le faisceau d'anneaux Ox est 
cohérent. 

(1.3.3) Soient a : X ^ Y une immersion fermée de K-espaces analytiques 
rigides et M un Ox -module cohérent. Alors, pour tout entier i > on 
a 

E!a,{M) = 

et le morphisme canonique 

est un isomorphisme. 

De plus le morphisme a* commute à tout changement de hase plat u : 
Y' Y. 

Démonstration. Le (1.3.1) n'est autre que [Bo-Lii 2, cor 5.10]. 

Pour le (1.3.2) la propriété est locale sur X [B-G-R, 9.4.3] : on peut donc 
supposer X afîinoïde ; par suite X est quasi-compact et quasi-séparé et admet 
un modèle formel X. Il suffit de prouver la cohérence du faisceau d'anneaux 
Ox '■ comme X est un schéma formel de type fini sur l'anneau noethérien V, 
le faisceau Ox est un faisceau cohérent d'anneaux par [EGA I, (10.11.2)]. 

Pour (1.3.3), l'immersion fermée a est propre [B-G-R, 9.5.3, prop 2, 9.6.2 
prop 5] d'oii l'isomorphisme canonique 
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grâce au théorème (1.2) ; de même pour la commutation de a* aux change- 
ments de base plats. 

L'assertion iî* q;^,(M) = pour i > est locale sur Y : on peut donc 
supposer Y affinoïdc, donc quasi-compact, quasi-séparé et de même pour X 
puisque a est propre. On prend alors un modèle formel (3 : X ^ y de a 
et un 0;t-niodule cohérent M. tel que M.k — M [Lii, lemma 2.2]. Soient 
/3„ : A'„ ^ la réduction de f3 mod m"+^ et Mn — M /m"+^ M ; alors 

et puisque M. et /3*(A^) sont cohérents [théo (1.1) (1)] on a des isomorphismes 
M ^ lim M„ et P*P,{M) ^ lim /^^ Pn*{Mn). 

n n 

Or le morphisme canonique 

est un isomorphisme d'après [SGA 4, VIII, 5.7], d'où une nouvelle démonstration 
de l'isomorphisme canonique 

a*a^{M) A M 

en prenant ci-dessus la limite sur n et en passant aux fibres génériques. 
L'égalité R'a^{M) = pour i > s'obtient en apphquant [SGA 4, VIII, 5.6]. 
□ 

2. Sorites sur les voisinages stricts 

2.0. Rappelons la définition de "voisinage strict" dans un espace rigide 
analytique [G-K 2, 2.22]. 

Si U est un ouvert admissible d'un espace rigide analytique W , un ouvert 
admissible V dW est appelé voisinage strict de U dans W si {V, W\U} est 
un recouvrement admissible de W . Cette définition redonne celle de [B 3, 
(1.2.1)] dans le cas des tubes. 
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2.1. Considérons un diagramme commutatif 



(2.1.1) 




dans lequel le carré de droite est un carré cartésien de V-schémas formels 
séparés plats de type fini, / est un morphisme de /c-schémas, ix, iy = ip 
is et ir — ^ ° is sont des immersions. 

On note h' : ]X[x ]S[s, h' : ]X[y ]S[r, f : ]X[x ]X_[y, 
ip' : ]S[s — > ]S[r les morphismes induits respectivement par h, h, ip, 
V [B 3, (1.1.11) (i)]. 

Proposition (2.1.2). Avec les notations précédentes, on a un diagramme 
commutatif à carrés cartésiens 



h' 



h' 
r 



K 



Démonstration. Pour le carré du bas, ça résulte de la définition des tubes et 
du morphisme de spécialisation. Pour le carré du haut, il s'agit de vérifier 
que ]X[x satisfait la propriété universelle du produit fibré. Soit Z un espace 
rigide analytique s'insérant dans un diagramme commutatif 

z^^]x[y^^yK 



hK 



K 



par propriété universelle de = Sk yR on en déduit une flèche 
Z Xk qui s'insère dans le diagramme commutatif 
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OÙ sp sont les morphismes de spécialisation. Puisque sp(]X[3;) — X^y et 

compte tenu de la commutativité du diagramme précédent le morphisme v 
se factorise par ]X[x en 




d'oià la proposition. □ 

2.2. Considérons à présent un diagramme commutatif 



(2.2.1) 




dans lequel le carré de gauche est cartésien /, fi et / sont des morphismes 
de /c-schémas, h et p sont des morphismes de V-schémas formels séparés plats 
de type fini, jxj, jy et Jt sont des immersions ouvertes, iy et Ït sont des 
immersions fermées. Notons X2 = h (S), Y2 = h (T) et f2 ■ X2 ^ S, f2 '■ 
^2 — > T les morphismes induits par h. Soient Yq et Tq les réductions modulo tt 
de 3^ et T : les immersions fermées iy et Ït se factorisent respectivement via 
les immersions fermées i2YQ : Y ^ Yq, iy^ : Y ^ Y2 ^ Yq et Ït^ '■ T Tq. 
On désigne par hx '■ ]X[y — ^ ]S[t, hy : ]Y[y — ^ ]T[r les morphismes 
induits par hx yK — ^ Tk [B 3, (1.1.11) (i)], : ]X[y — ^ ]Y[y, i[ 



]Y 



y 



]Y 



y,c, 



''2yo 



]l2[— yK ceux induits par l'identité de yx et 
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j'rp : ]S[r — > ]T[r-, i'xQ '■ ]T[t — ^ ]^o[r = ceux induits par l'identité de 

Tk- Si V est un voisinage strict de ]S[r dans ]T[r, alors W :— hy^ÇV) est un 
voisinage strict de ]Xi[y (donc de ]X[3;)dans ]Y[y [B 3, (1-2.7)] et on note 
hv := hY\w '-W ^V. 

Proposition (2.2.2). Sous les hypothèses (2.2) on a : 

(2.2.2.1) Supposons que f ^(5) = X, alors le diagramme (2.2.1) induit un dia- 
gramme commutatif 



hx 



□ 



hv 



dans lequel le carré de gauche est cartésien et les flèches horizontales 
sont des immersions ouvertes . 



(2.2.2.2) Supposons que h {T) = Y et f (S) = X . Alors : 

Les deux carrés du diagramme précédent sont cartésiens. 
Si de plus V décrit un système fondamental de voisinages stricts de 
]S[r dans ]T[-r, alors hy iV) décrit un système fondamental de voisi- 
nages stricts de ]X[y dans ]Y[y. 



Démonstration. 

L'existence du diagramme commutatif dans (2.2.2.1) résulte de (2.2.1) et [B 
3, (1.1.11) (i)] via la définition des tubes [B 3, (1.1.1)]. 
Puisque / {S) — X le diagramme (2.2.1) se décompose en 



(2.2.2.3) 




On est donc ramené à étudier séparément le cas où h ^(T) = Y et f ^{S) = 
X et celui oxih = id : on montrera d'abord (2.2.2.2) et pour (2.2.2.1) il nous 
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suffira de traiter le cas où h — id. 

Pour (2.2.2.2). Les carrés du diagramme (2.2.2.1) sont cartésiens d'après 
la définition des tubes [B 3, (1.1.1)] et le fait que h~\T) et T\s) = X. 

Pour la deuxième assertion de (2.2.2.2), on va utiliser les voisinages stan- 
darts Vrj^x — UneN ^'?n,An de Berthelot [B 3, (1.2.4)] : rappelons au passage 
que si A~„ < A;, alors K,„,a; C Vr,„,x„- 

Si V est un voisinage strict de ]S[r dans ]T[7-, alors hy^iV) est un voi- 
sinage strict de ]X[y dans ]Y[y [B 3, (1.2.7)]. Soit W un voisinage strict 
de ]X[y dans ]Y[y; d'après [B 3, (1.2.2)] on se ramène au cas oia ]Y[y est 
affinoïde, et avec les notations de [loc. cit.] il existe Aq < 1 tel que, pour 
Ao ^ A < 1, on ait Ux C W. Avec les notations de [B 3, (1.2.4) (i)] si K,,a(5') 
parcourt un système fondamental de voisinages stricts de ]S[r dans ]T['r, 
alors il existe rjn et A„ assez proches de 1 tels que (/iy)~^ (^n,A„('S')) C Ux 
car les équations locales de Y (resp de Z -.— Y \ X) sont obtenues par image 
inverse par h des équations locales de T (resp de T \ 5") (cf. aussi [LS, prop 
3.2.8]). 

Pour (2.2.2.1). Puisque ]X[y et ]Y[y sont des ouverts de yx [B 3, (1.1.2)] 
il en résulte que j'y et i'y^ sont des immersions ouvertes ; de même pour et 

Pour montrer que le carré de gauche du diagramme (2.2.2.1) est cartésien il 

nous suffit de traiter le cas où h — id. Comme / {S) — X, les équations 
locales àe Z = Y \ X sont obtenues par image inverse par / des équations 
locales de T \ S : la définition des tubes [B 3, (1.1.1)] fournit alors l'égalité 
]^[y=\S[y n ]^b> d'où le carré cartésien de (2.2.2.1). □ 

Proposition (2.2.3). Sous les hypothèses de (2.2) on a : 

(2.2.3.1) Supposons h'\T) = YJ~^{S) = h~^{S) ^Xeth est propre. Alors 
hKjhy et hx sont propres. Si V est un voisinage strict de ]S[r dans 
]T[r etW ^hy {V), alors hy = hY\w - W est propre. 

(2.2.3.2) Supposons h lisse sur un voisinage de X dans y . Alors 

(i) hx est lisse et quel que soit V un voisinage strict de ]S[r dans 
]T[r il existe un voisinage strict W de ]X[y dans ]Y[y tel que hx 
induise un morphisme lisse hy '■ W ^ V . De plus hv{W) est 
un ouvert admissible de V et de Tk, et ^\y/v Ow-fnodule 
cohérent et localement libre. 
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i i 

(ii) Si l'on suppose aussi que h (T) — Y, et h {S) = X, alors il 

existe un voisinage strict V de ]S[r dans ]T[r tel qu'en posant 
W — hy (V) le morphisme hx induise un morphisme lisse 
hv-.W 

(iii) Si en outre g : T ^ Spf V est lisse sur un voisinage de S dans 
T, alors on peut prendre le V du (i) lisse sur K et ainsi f^y/j^ 
est localement libre de type fini sur le faisceau cohérent d'anneaux 

Oy. 

(iv) Supposons f surjectifi h (T) = Y,h (S) = X et pour V et W 
comme en (ii) posons V — hv{W). 

Si (Wx)x est un système fondamental de voisinages stricts de ]X[y 
dans ]Y[y avec Wx C W , alors {hv(Wx))x est un système fonda- 
mental de voisinages stricts de]S[r dans V . 

(v) Sous les hypothèses (iv) supposons h propre. Alors hy induit un 
morphisme propre lisse et surjectif 

hv'-.W — > V . 



Démonstration. 

Prouvons (2.2.3.1). Sous nos hypothèses les deux carrés de (2.2.2.1) sont 
cartésiens [cf (2.2.2.2)]. D'après Liitkebohmert [Lii, theo 3.1] le morphisme 
propre h induit un morphisme propre d'espaces analytiques rigides Hk '■ 
yK Tr- Comme la notion de morphisme propre est stable par change- 
ment de base en géométrie rigide [B-G-R, fin de 9.6.2, p 396], on en déduit 
que /ly, hx et hy sont propres. 

Pour (2.2.3.2). 

(i) L'ensemble W des points de ]Y[y oh le morphisme Hk est lisse est un 
voisinage strict de ]X[y dans ]Y[y [B 3, (2.2.1)]. Si V est un voisinage 

strict quelconque de ]S[r dans ]T[r, W = hy (V) fl W est un voisinage 
strict de ]X[y dans ]Y[y [B 3, (1.2.7) et (1.2.10)] et hx induit donc un 
morphisme lisse hy ■ W ^ V ; en particulier hx ■]X[y^]S[TC. V est 
lisse. 

Puisque hy est plat il est ouvert pour la topologie rigide [Bo-Lii 2, 
5.11], donc hy{W) est un ouvert admissible de V, donc de car V 
est un ouvert admissible de T^. La lissité de hy prouve que ^\y/y est 
un CvK-iiiodule localement libre de type fini, et comme 0\v est un fais- 
ceau cohérent d'anneaux [prop (1.3)], il résulte de [EGA Oj, (5.4.1)] 
que ^ly/y est un Ov^-module cohérent. 
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(ii) Si V décrit un système fondamental de voisinages stricts de ]S[r dans 
]T[r, alors hy {V) décrit un système fondamental de voisinages stricts 
de ]X[y dans ]Y[y [(2.2.2.2)] : ainsi (ii) résulte de (i). 

(iii) Supposons en outre g : T SpfV lisse sur un voisinage de S dans T ; 
alors l'ensemble des points de ]T['r où qk est lisse est un voisinage strict 
de ]S[r dans ]T[r [B 3, (2.2.1)] : quitte à restreindre le V du(i) [B 3, 
(1.2.10)] on peut supposer que la restriction de çk èiV est lisse. Ainsi 
^v/K ^^^^ Cy-module localement libre de type fini, donc cohérent 
sur Ov [(1.3)]. D'où (iii). 

(iv) et (v) Puisque / est surjectif et h plat au voisinage de X, le morphisme 



hx m. 



y 



r 



induit par h est surjectif [B 3, (1.1.12)] et lisse puisque c'est aussi 
la restriction de hy- On a vu en (i) que V = hv{W) est un ouvert 
admissible de V et hv{W) contient ]S[r par la surjectivité de hx- Dans 
le diagramme commutatif 



(2.2.3.2.1) 



]X[y^ .W = hy\V')=hy\V) 



hx 



]S[ 



^ V := hv{Wy 



W 



hy 



V 



les carrés sont cartésiens d'après (2.2.2.2)et hy, hx sont lisses et sur- 
jectifs. 

Soit Wx un voisinage strict de ]X[y dans ]Y[y avec Wx CW, oùW 
est défini ci-dessus : le morphisme plat hy envoie le recouvrement ad- 
missible {Wx] W \ ]X[y} de W sur le recouvrement admissible {hv(Wx); 
hviW \ ]X[y)} de V = hviW). Par la surjectivité de hyi et le fait 
que hy\]S[T) = ]X[y on a hv{W) \ ]X[y) = V \ ]S[r; par suite 
{hv{Wx)); V \ ]S[r} est un recouvrement admissible de V, i.e. hv{Wx) 
est un voisinage strict de ]5'[r dans V. 



Supposons maintenant que {Wx)x décrive un système fondamental 
de voisinages stricts de ]X[y dans ]Y[y avec Wx C W. Soit V" un voi- 
sinage strict de ]S[t dans V : montrons que hy}{V") est un voisinage 
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strict de ]X[y dans W. D'abord {V"; V'\ ]S[r} est un recouvrement ad- 
missible de V, donc par image inverse {hy} {V"); hy} {V'\]S[r)} est un 
recouvrement admissible de hy}(V') = 1^; en utilisant encore l'égalité 
hy}Ç\S[T) =]X[y on en déduit que hy}{V'\ ]S[t) = W\ ]X[y : donc 
hy}{V") est un voisinage strict de ]X[y dans W. Ainsi il existe n tel 
que Wf, C hy}{V"), d'où 



hv'iW^)chv' hy}iV")^V"; 

par suite {hy{Wx))x est bien un système fondamental de voisinages 
stricts de ]S[r dans V. 

Si de plus h est propre alors hy est de surcroît propre puisque 
(2.2.3.2.1) est à carrés cartésients et hy est propre. □ 



2.3. Soient S = Spec Aq un fc-schéma lisse et / : X = Spec Bq S un 
/c-morphisme fini. Désignons par A = V[ti, ...,tn]/{fi, fr) une V-algèbre 
lisse relevant Aq, S = Spf Â, S = P et S = P' comme dans le théorème 
(3.4) du I : on sait [loc. cit.] que S et S sont propres sur V, que S est normal, 
qu'il existe une A-algèbre finie B et un carré cartésien de V-schémas formels 

SpfB^X^ ^X^P~^ 



SpfA = S'—^S = P' 

où P[' est la fermeture intégrale de P' dans Spec B, avec h fini, h fini et j 
une immersion ouverte. On note f : X S la réduction de h : X ^ S sur 
k = V/m. 

Rappelons [I, théo 3.4] qu'il existe a E A et f{t) G Aa[t\ tels que B est la 
fermeture intégrale de A dans ^aM/ (/)■ Fixons d'autre part une présentation 
de la V-algèbre B 

B ~ V[t[,...X']/{9i,-,9s). 

Soient y le complété formel de la fermeture projective Pg' Spec B dans 
F y et Y sa réduction sur k. 



Comme P' est le normalisé de P on a un triangle commutatif 



66 



J.-Y. ETESSE 



S 




où V est fini et j une immersion ouverte. Un système fondamental de voisi- 
nages stricts de Sx dans Sk est fourni par les intersections Va de (Spec A)'^ 
avec les boules B{Q, A^) C pour A ^ 1+ et Va = Spm ^a, = lim^A [B 

3, (2.5.1)]. Puisque v est propre, et étale au voisinage de S, il existe Aq > 1 tel 
que tout \,1 < \ ^ \q, V induise un isomorphisme entre Va et un voisinage 
strict Va de Sk dans Sk [B 3, (1.3.5)] : on identifiera Va et Va dans la suite. 



Notons P3' l'adhérence schématique de Spec B plongé diagonalement dans 
P" Xy P2, Z — P3' le complété formel de Pg et Z sa réduction mod m. On 
a un diagramme commutatif 




011 les Ui,Vi sont propres et les rt, sont étales au voisinage de X. D'après 
[B 3, (1.3.5)] UiK induit un isomorphisme entre un voisinage strict de ]X[g 
dans Zk et un voisinage strict de ]X[-^ ~ = '^k dans Xk et par 

suite un isomorphisme entre des systèmes fondamentaux de tels voisinages 
stricts. De même u^k induit un isomorphisme entre un système fondamental 
de voisinages stricts de ]X[-g dans Zk et un système fondamental (VF(,)a' = 
(Spm By)x' de voisinages stricts de Xk dans 3^x- Par composition il en 
résulte pour A' ^ 1+ un isomorphisme entre les W'y = Spm By et un 
système fondamental de voisinages stricts {Wy,} de Xk dans Xk identifiés 
ci- après. Pour A > 1, il existe donc A' > 1 et des immersions ouvertes 



Spm Bk — Xk ^ Spm By 



hKiVx) =: Wy 
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Proposition (2.3.1). Avec les notations de (2.3) on a : 

(1) Si (Va)a est un système fondamental de voisinages stricts de Sk dans 
Sk, alors {Wx)\ := {hj^ (K\))a est un système fondamental de voisi- 
nages stricts de Xk dans Xk- 

(2) Supposons de plus f fini et plat (resp. fini et fidèlement plat, resp.fini 
étale, resp. fini étale galoisien de groupe G) et Vx — Spm Ax- Alors il 

existe Aq > 1 tel que pour tout A, 1 < A ^ Aq, et Wx '■— hj^ iVx), le 
morphisme induit par hx 

hx ■= hK\Wx • — 'Vx 

soit fini et plat (resp. fini et fidèlement plat, resp. fini étale, resp. fini 
étale galoisien de groupe G), avec Vx lisse sur K et localement 
libre de type fini sur le faisceau cohérent d'anneaux Oy^- 

Démonstration. On utilise les notations du (2.3). 

(1) On a déjà prouvé le (1) dans la proposition (2.1.2) : on en donne ici 
une autre démonstration. Il suffit de faire la démonstration dans le cas 
Vx — Spm ^4^ et on peut supposer A,B,P' et P" intégralement clos. 

Notons Wx — hj^ {Vx) et hx '■— hK\Wx '■ ^a ^ ^a- Comme P" est 
intègre les immersions ouvertes 

Xk-^Wx-^ Xk 

sont dominantes. 

On a vu à la fin de la preuve du (1) de la proposition (2.2.1) que pour 
A assez proche de 1, Va est lisse sur K et ^y^jx localement libre de 
type fini sur l'anneau cohérent Ova, d'où la fin du (2). 
Comme Bx est formé d'éléments entiers sur il existe 1 < ^ A, 
tel que Bx' soit fini sur A^. Par suite on a un diagramme commutatif 
à carré cartésien 
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avec une factorisation j^^, = o j'^y et h' fini : les immersions ou- 
vertes j'^y et admettent des modèles formels qui sont des immer- 
sions ouvertes entre schémas formels noethériens [Bo-Lû 2, cor 5.10] ; 
en passant par un modèle formel de j'^y , il en résulte que j'^y est aussi 
une immersion ouverte et j'^y est dominante car j'^y et le sont. 
D'autre part il existe des modèles formels propres de h' et [Lu, 2.6] : 
par suite j'^y est propre ; or j'^y est une immersion ouverte dominante, 
donc j'^y est un isomorphisme. 

D'où le (1). 

(2) Là encore on peut supposer A et B intégralement clos : on traitera à 
part le cas fini étale galoisien. 

Notons ip : A ^ B \e morphisme fini tel que Spec (p : Spec B — > 
Spec A relève / [1, théo 3.4], et : Â B (resp. (f'f : A^ 5^) 
le morphisme induit sur les séparés complétés (resp. sur les complétés 
faibles). D'après le [I, théo 3.4], (p^ et (p sont finis et plats (resp. finis 
et fidèlement plats, resp. finis étales) si et seulement si / l'est. Avec les 
notations du (2.3) on a : 

A^j, = lim A^, Bl = lim^A et (f^ : A^ ^ B^ 

> > 

est la limite inductive des ip\ : Ax ^ B\ avec 

hx = Spm ((^a) : Wx = Spm Bx ^ 14 = Spm ^l^- 

Si / est fini et plat (resp. ...) alors 99]^ l'est et pour A assez proche de 
1, (çx l'est aussi par [EGA IV, 11.2.6, 8.10.5, 17.7.8], de même pour hx- 
D '011 le (2) hormis la cas galoisien. 

Considérons à présent le cas galoisien. 

Puisque / est galoisien il est surjectif ; ainsi 

/i:A' = SpfS ^ 5 = Spfi 

est fini étale surjectif et galoisien de groupe G, d'oii en particulier une 
injection : A ^ B. Par suite hx ■ Xk Sk est fini étale surjectif et 
galoisien de groupe G. 
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Remarquons ensuite que puisque B est la fermeture intégrale de A 
dans Aa[t\/{f) et que Spec A — > Spec A^ est un morphisme normal [I, 
prop (1.1)], il résulte de [EGA IV, (6.14.4)] que = B ®a A^ est la 
fermeture intégrale de dans (-B^)a = (^^)a \t]/{f) '■ par suite 
est la fermeture intégrale de dans {A'^)a,K \p]/{f)- L'anneau est 
réduit par [I, prop (1.6)], car A est réduit, et A^ — > B'^ est fini étale 
car Â — > S l'est : donc B'^ est réduit car A^ est réduit [I, lemme (1.5)]. 
Ainsi est intégralement fermé dans B [I, théo (2.2) (2) ii] ; d'oià B\r 
est la fermeture intégrale de dans Èk- 

On a vu ci-dessus que, pour A suffisamment proche de 1, 

hx-.Wx^ Spm Bx^Vx^ Spm Ax 
est fini étale. Compte tenu du diagramme commutatif 



B 



K 



^B, 



A 



K 



^A: 



la flèche Ax Bx induite par hx est injective, donc hx est surjectif. 
Choisissons un ensemble flni {xi} de générateurs de Bx sur Ax- Comme 
chaque Xi est entier sur Ax, les éléments g^j^i^i) ^ Bk, pour g décrivant 
G et gj^^ : Êk Bk induit par g, sont aussi entiers sur Ax C 
donc a fortiori sur = limS^. Or on a vu que est intégralement 

fermé dans Bk '■ il existe donc A', 1 < A' ^ A tel que pour tout i et 
tout g E G on ait g^j^i^i) ^ By. Ainsi l'action de G s'étend de Xk à 
Wx' — Spm Bx' : en effet g E G définit un morphisme gxx' '■ — > Wx 
s'insérant dans le diagramme commutatif à carré cartésien 




^A'^ Vx ; 



d'où la factorisation de gxy par W^A'- 
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Montrons que le morphisme fini étale surjectif 

hy : Wy ^ Vy 
est galoisien de groupe G. On a 

{Byf c {Ê^f = ii.; 

d'où 

Ay C (Byf C By H Àk 

et on dispose d'un carré commutatif 

Ay"- ^Àk 

By^ ^ Èk 

avec Ay — > By fidèlement plat et Bk = Âk ®Ay By : d'après [Et 5 
prop 2] on en déduit 

Ay^ByDÂK^iByf, 

d'oià la proposition (2.3.1). □ 

3. Images directes d'isocristaux 

3.1 Sections surconvergentes 

On suppose donné un diagramme commutatif tel que (2.2.1). Pour un 
voisinage strict W (rcsp. un couple de voisinages stricts W C W) de ]X[y 
dans ]Y[y on note aw (resp.avKw) l'immersion ouverte de W dans ]F[3;(resp. 
de W dans W). Si A est un faisceau d'anneaux sur VF et £■ un ^-module, 
on pose [B 3,(2.1.1.1)] : 

(3.1.1) jlrE := lim , 

w'cw 

la limite étant prise sur les voisinages W C W. 
De même [B 3,(2.1.1.3)] : 
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(3.1.2) fyE := ay^.j^E . 

(3.1.3) Si V est un voisinage strict de ]S[r dans ]T[r, alors W = hK^iV) H ]Y[y = 
hy {V) est un voisinage strict de ]X[y dans ]Y[y [B 3, (1.2.7)] et on note 
hy la restriction de hy à W, et R'hK'jyE := R'hY'jyE. 

Proposition (3.1.4). Avec les hypothèses et notations de (3.1.3) supposons 
que hy : ]Y[y — ^]T[r soit quasi-compact et quasi-séparé ; soit E un faisceau 
abélien sur W. 

(a) Supposons que h ^(T) — Y et h '^{S) = X ; alors, pour tout entier 
i ^ 0, on a des isomorphismes canoniques 

(3.1.4.1) R'hv*(jlE) ^ jlE'hv^iE). 

(3.1.4.2) B^hK*{jlrE) jl,R'hv*{E). 

Si de plus h est une immersion fermée, alors 

(3.1.4.3) R'hv*{j\^E) = Qpouri^l 

et le morphisme canonique 

(3.1.4.4) VkÎik^Ae ^ Ae 

est un isomorphisme. 

(b) Si l'on ne suppose plus que h ^(T) = Y et h '^{S) = X, alors, pour 
tout entier i ^ 0, on a des isomorphismes canoniques 

(3.1.4.5) R'hy.UlE) ^ jlR^y.ijlE). 

(3.1.4.6) R^hK*{jlE) ^ j^^R^hy,{jlE). 



Démonstration 
(a) Les deux foncteurs 

et 



^ : E ^ hv*jlE 



g-.E^fyhv^E 



de la catégorie C des faisceaux abéliens sur W dans la catégorie des 
faisceaux abéliens sur V sont exacts à gauche [B 3,(1.1.3)(iii)]. Comme 
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la catégorie abélienne C admet suffisamment d'injectifs, les foncteurs 
dérivés droits R^T et R-Q existent et {R!'T)i , {R!'G)i sont des 5- 
foncteurs universels : puisque j]^ et jy sont exacts [loc. cit.], et que 
aw '■ W " — ^]Y[y (resp. «y : V " — ^Jî'fr) est exact sur la catégorie des 
j^Z-modules (rcsp. des jyZ-modules) [B 3, dém. de (2.1.3)], on est 
ramené pour le (a) à prouver que T —Q. 

Comme hy est quasi-compact et quasi-séparé, il en est de même par 
changement de base pour hy^ donc hy* commute aux limites inductives 
filtrantes : de plus les hypothèses entraînent que si V décrit un système 
fondamental de voisinages stricts de \S\r dans ]T[7-, alors li^iy'^ = W 
décrit un système fondamental de voisinages stricts de ]X[y dans ]Y[y 
[(2.2.2.2)1 ; d'où 

hv*{jwE) = lim hv*a^rw'*Oiww'^ 

w'cw 

= lim avv'*hv'*a^^^,E 

v'cv 

— lim ayy,*ayy,hv*E 

v'cv 
= jlhy.{E), 

ce qui prouve (3.1.4.1) et (3.1.4.2). 

Si h est une immersion fermée, alors hx en est une aussi [B 3, (0.2.4) (iv)], 
de même que hy par changement de base : en particulier hy est quasi- 
compact et quasi-séparé. Ainsi (3.1.4.3) résulte de (3.1.4.2) et (1.3.3). 
Pour (3.1.4.4) on utilise la suite d'isomorphismes 

hKhK*jYE h*i^j^^hy,E (3.1.4.2) 

^ jlh*yhv,{E) [53,(2.1.4.8)] 
^ Me) (1.3.3). 



L'ouvert W = hy '^(V) est un voisinage strict de ]Xi[3; (donc de ]X[3;) 
dans ]Y[y; la définition de jly{E) fait intervenir une limite inductive 
sur les voisinages stricts W' de ]X[y dans ]Y[y : si cette fois la fimite 
inductive est prise sur les voisinages stricts W[de ]Xi[y dans ]Y[y nous 
noterons M^{E) le résultat, et on a [B 3,(2.1.7)] 

jUe) = jIoM{e) = M °jUe). 
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D'où , en appliquant (3.1.4.1) : 
R'hv*{jlE) 

de même pour (3.1.4.6). □ 



R'hv^j\v,{j\vE) 
jlrR'hv^ijlE); 



3.2 Définition des images directes 

(3.2.1) On suppose fixé un diagramme commutatif tel que (2.2.1) et on fait 
l'hypothèse supplémentaire que h (resp p) est lisse sur un voisinage de X 
dans y (resp de S dans T) 




Soient E e Isoc\{X,Y)/yV), W un voisinage strict de ]X\y dans ]Y[y 
et Ew un C^^-module cohérent tel que jyEw ='■ Ey soit une réalisation 
de E [B 3, (2.3.2)] ; on notera Isoc\{X,Y)/yV)piat la sous-catégorie pleine 
de Isoc^{{X^Y) /y^) formée des E tels qu'il existe un Ew q^i soit un Ow- 
module cohérent et plat : lorsque W = SpfV cette condition est automa- 
tiquement vérifiée, i.e. on a [B 3, (2.2.3)(ii)] : Isoc^ {{X.Y)/ SpfV)piat — 
Isoc\{X,Y)/ SpfV) Isoc^{{X,Y)/ K). Lorsque Y est propre sur W on 
notera Isoê{{X,Y)/W)piat = Isoé{X/W)piat [B 3, (2.3.6)] : si de plus 
W = SpfV on a Isoc\X/ SpfV)piat = Isoc\X/SpfV) =: Isoé{X/K). 



Pour E e Isoc^{{X,Y)/W) Berthelot a défini dans [B 5,(3.1.11)] les 
images directes en cohomologie rigide (cf. aussi [LS, (7.4)] et [C-T, 10]) par 
la formule 

(3.2.1.1) Rf^,^,{{X,Y)/T;E) := RhK^\jlEw ^o^^^y ^']Y[y/rJ, 

:= Rhy {jyEw '^0]Y[y [y/]T[r ) ; 

et la cohomologie de ces complexes est indépendante du y choisi [B 5, (3.1.2)] 
[LS, 7.4.2]. 

Lorsque X — Y, alors / : X — > T et on obtient la cohomologie convergente : 



(3.2.1.2) 



Rf^^AX,Y/T;E) := Rf^,„.{{X,X)/T;E). 
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(3.2.2) Sous les hypothèses (3.2.1) supposons de plus h propre : ainsi Y est 
une compactification X — Y de X au-dessus de T. Berthelot définit alors 
Rfrig*{X,/r;E) par la formule [B 5, (3.2.3)] ( cf. aussi [LS, 8.2]) 

(3.2.2.1) Rfri,*{X/T;E) := M7,,^.((X,X)/T; £;); 

et la cohomologie de ce complexe est indépendante du X choisi [B 5,(3.2.2)] 
[LS, 8.2.1] [CT, 10.5.3]. 



3.3 Changement de base 

(3.3.1) Avec les notations de (2.2) on considère un parallélépipède commu- 
tatif 

(3.3.1.1) 




dans lequel le cube de gauche est formé de /c-schémas séparés de type fini, les 
morphismes g, h, g', h , p, p', 9 sont des morphismes de V-schémas formels 
(V-schémas formels que l'on supposera séparés, plats et de type fini), les j 
(resp. les i) sont des immersions ouvertes (resp. fermées). On suppose 9 lisse 
et X' = X xs S',Y' = Y Xt T', ety' = y Xr T. 
On vérifie alors facilement que l'on a 



(3.3.1.2) ]X'[y^\X[yX^sw\S'[r'. \Y'[y'^]Y[yX^Tw\T'[r' ■ 

Soient V un voisinage strict de ]S[t dans ]T[t et V un voisinage strict 
de ]S'[t> dans ]T'[t' tel que V C g j^\V)r\]T'[r' ; alors W := hK^{y)r\]Y[y 
est un voisinage strict de ]X[y dans ]Y[y et W := /i^ (V)n]F'[y/ est un 
voisinage strict de dans ]Y'[yi tel que W C g'x {W)^]Y'[y'. 
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Notons 

hv-.W ^V, gv-.V ^V, h'y, : W V, etg{y:W'^W 

les morphismes induits respectivement par Hk, Qk-i q'k- 
Ainsi on dispose d'un cube commutatif 



(3.3.1.3) 






dans lequel W = W Xy V ei y'^ ^ Xr,, T'k- 

Lemme (3.3.1.4). Avec les hypothèses et notations de (3.3.1) supposons de 
plus que 'g soit plat (resp. que g soit lisse sur un voisinage de S' dans T'). 
Alors il existe un voisinage strict V de ]S'[ri dans ]T'[ri tel que gv soit plat 
(resp. que gv soit lisse). 

Démonstration. Dans le cas plat c'est clair puisque ^^^est plat ; dans le cas 
lisse, c'est le lemme (2.2.1) de [B 3]. □ 

Définition(3.3.1.5) Soit S un jl^Ov-module ; son image inverse surconver- 
gente est définie par la formule 

lorsque £ est une réalisation d'un isocristal E e Isoc^ {{S,T) /W) on écrira 
aussi 

{<p,TpnE)^{<p,Tp,g)\E)^jU9K^)- 

Théorème (3.3.2) Sous les hypothèses (3.3.1) supposons que h ^(T) = 

Y, h {S) = X et hv propre (cette dernière hypothèse est vérifiée si h est 
propre). 
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(3.3.2.1) Soit Ey/ un O\v-module cohérent. Alors, pour tout entier i ^ 0, on a : 

(1) i?*/ix*(jy£^iy) ^st un j\,OYr\^ -module cohérent et on a un isomor- 
phisme 

(2) (i) On a des isomorphismes de changement de base au sens sur- 

convergent 

{ip,Tp,gy{RhK'jlEw) RtK,{g'ylEw) 

~ Rtj,,{3\.,g'^Ew) 
~ jl,irh'v,*{gwEw)- 

(ii) Si de plus Tp ~^{S) = S', les isomorphismes précédents de- 
viennent 

rxR'hK^AEw ^ R%,{jlg'^Ew) 
~ jl,R'hy,.{gwEw), 

et l'on a des isomorphismes 

tvR'hv'jlvEw ^ Rh'y,.{g'^3\^Ew) 
~ R%'y,.j\^,g'^Ew. 

(3.3.2.2) Soit E'yy un complexe borné de Oy-modules plats, à composantes des 
Ow -module cohérents et 

Alors, pour tout entier i ^ 0, on a : 

(1) R^Hk'UyEI^) est un jl^O^Tir '"'module cohérent et on a un isomor- 
phisme 

R^hK'UvE'w) ^ JTR'hv'E'^- 

(2) Supposons de plus gy plat, alors 

(i) On a des isomorphismes de changement de base au sens sur- 
convergent 

{ip,lp,gy{E'hK*AE'^) ^ R'h'j,.ijl,g';,E'^) 

~ j^T,R%,,{E'^,). 
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(ii) Si de plus ip ^{S) = S', les isomorphismes précédents de- 
viennent 

QK^^hK-AEw - irh'K*Ul'E'^') 



et l'on a des isomorphismes 



Démonstration 

Le (1) de (3.3.2.1) résulte de (3.1.4.2) et (1.2.1). 

Pour le (i) de (3.3.2.1)(2) on considère le diagramme commutatif 



"h' ri'* 




dans lequel le carré du haut est cartésien et (f — (pi o j . On a alors une suite 
d ' isomorphismes 



(^,lp,g)''(E'hK*AEw) jlrKR'hK*AEw [(3.3.1.5)] 

^ jUlT'9v_Rhv*Ew [B 3, (2.1.4.8)] 

^ j^^,g*yRhv*Ew [B 3, (2.1.7)] 

jlRh'v"9'*wEw [Théo(1.2.1)] 

^ K^flj,,jlg'*^Ew [(3.1.4.2)] 

^ RfiK^g'ylEw [B 3, (2.1.4.8)]. 

Pour le (ii) de (3.3.2. 1)(2) il suffit de remarquer que les hypothèses im- 
pliquent que [if.Tp.'g) \£) = 'g^iS) pour tout faisceau abclicn S sur 7^; 
la dernière assertion résulte de (3.1.4.1), [B 3,(2.1.4.7)] et (1.2.1) comme ci- 
dessus. 



Pour (3.3.2.2) on procède de même en utihsant cette fois le (1-2.2) du 
théorème (1.2). □ 
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Remarque (3.3.3) En fait, dans le (3.3.2.1) (2) (ii) du théorème précédent, si 
l'on ne suppose plus l'existence de ^, mais que l'on suppose toujours l'exis- 
tence du carré cartésien 



hy 



v 



9v 



V, 



on obtient, pour tout Oi^^-module cohérent E^y, un isomorphisme de chan- 
gement de base 



(3.3.3.1) 



gyR!'hv*jwEw 



R^h'yi*jy^,g'^ Ew ■ 

De même, pour le (3.3.2.2) (2) (ii) du théorème, on a un isomorphisme 
(3.3.3.2) g*yR'hv^jwKE'y^) ^ R%,.jl,{E'^,). 



3.4 Surconvergence des images directes. 

Nous allons considérer dans le prochain théorème l'une des trois situa- 
tions suivantes. 

(3.4.1) Dans le premier cas, nous considérons un diagramme com- 
mutatif satisfaisant aux hypothèses de (2.2) 



(3.4.1.1) 




et un diagramme commutatif 



(3.4.1.2) 




tel qu'en prenant l'image inverse de (3.4.1.1) par (3.4.1.2) on obtienne un 
parallélépipède commutatif tel que (3.3.1.1). On suppose de plus les carrés 
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de (3.4.1.1) cartésiens {h ^(T) = Y , h '^{S) = X), h propre, h lisse sur 
un voisinage de X dans y, 9 lisse, p (resp p') lisse sur un voisinage de S 
dans T (resp de S' dans T'). On suppose également satisfaite l'une des deux 
hypothèses suivantes : 'g est lisse sur un voisinage de S' dans T', ou ^ est plat. 

(3.4.2) Dans le deuxième cas, nous considérons un diagramme com- 
mutatif tel que (3.4.1.1) et un diagramme commutatif 



(3.4.2.1) 




satisfaisant aux mêmes propriétés que (3.4.1.2) excepté l'existence de g, mais 
en supposant p propre, et nous noterons 



Jy' 



Y'^Y XtT' 



et 



(3.4.2.2) 



X' 



/' 





X c 








\f 


r 


; Jy' 

3- 



JY 



Y 




S' 



•I c 




l'image inverse par (99, 99) de (3.4.1.1). 

(3.4.3) Dans le troisième cas, qui généralise le premier, nous considérons 

des diagrammes commutatifs tels que (3.4.1.1) et (3.4.2.1) mais sans suppo- 
ser p propre. Par contre nous supposons de plus l'existence d'un diagramme 
commutatif 



(3.4.3.1) 
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satisfaisant aux mêmes hypothèses que (3.4.1.1), et dans lequel X', Y' satis- 
font aux propriétés de (3.4.2.2). 

Dans le cas relevable le théorème suivant résout une conjecture de Ber- 
thelot [B 2,(4.3)] et généralise le théorème 5 de loc. cit. 

Théorème (3.4.4) Pour tout entier i ^ 0, on a : 
(3.4-4-1) Sous les hypothèses (3.4-3), on a : 
(i) f induit un Joncteur 

Rj,,g^{{X,Y)/r;-) : Isoc\{X,Y)/W),iat Isoc\{S,T)/W). 
(a) il existe un morphisme de changement de hase 

i^, ^ri^lri,À{X, Y)/T- E) B'TriçÀiX', Y')/r'; , Jp'YiE)) 

et celui-ci est un isomorphisme dans I soc\{S' ,T') /W') . 
(3.4-4-^) Sous les hypothèses (3.4-2) on a : 
(i) f induit un Joncteur 

i?7„,,(X/T; -) : Isoc^{X/W)piat Isoc\S/W). 

(a) L' isomorphisme de changement de hase de (3-4-4- i)(i'i) existe et 
devient 

{^,^rR^fr^A^/T;E) ^ B}r,,^^{{X',Y')/T; ((^',^')*(^))- 

(m) Si de plus p' est propre, alors Visomorphisme de (ii) précédent 
devient un isomorphisme dans Isoc^ (S' /W) : 

^*R^f„,.{X/T;E) E}fl,^^{X'IT;^'*{E)). 

(iv) Si S' = T' , Visomorphisme du (ii) précédent devient un isomor- 
phisme dans Isoc{S' /W) : 

^*fTR'frig*{X/T;E) ^ E'f^^^,{X'/T;<p'*{Ê)) 

oùE E Isoc{X/W) est Visocristal convergent associé à EeIsoc\X/W) 
par le fondeur d'oubli I s oc'^ (X/W) — >■ Isoc{X/W). 
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En particulier si S' — T' — S, on a un isomorphisme 
j^R^frig^iX/T; E) — > R^fconv*iX/T; E) 

(3.4-4-3) Sous les hypothèses (3.4-3) avec S — T et S' — T' on a : 
(i) f induit un Joncteur 

Rfconv. : IS0c{X/W)piat IsOc{S/W). 

(a) Il existe un isomorphisme de changement de hase dans Isoc{S' /W') 
^*Rfconv*{X/T;S) ^ Rr,^,,{X'/T-^'*{E)). 

Avant de donner la preuve du théorème, faisons quelques remarques : 
Remarques (3.4.4.4) : 

(i) Sous les hypothèses de (3.4.4.2) (iii), et en supposant de plus que (p est 
l'identité de S et ^ l'identité de W, l'isomorphisme de changement de 
base prouve que R f.,.ig^,{X /T\ E) est indépendant du schéma formel T 
dans lequel S est plongé (avec bien sûr T propre sur W, p lisse sur un 
voisinage de S dans T et h vérifiant (3.4.4)). 

La même remarque s'applique à R^ fconv*{X /T; £) . 

(ii) D'après [1,(3.3)] les hypothèses de (3.4.4.2) (iii) sont vérifiées pour W = 
SpfV, S affine et lisse sur k et certains morphismes / projectifs et lisses. 

(iii) En conjuguant (i) et (ii) nous en déduirons plus loin [Théorème (3.4.8.2)] 
que les constructions se recollent pour certains morphismes / projectifs 
lisses et S un /c-schéma lisse ( plus nécessairement affine). 

(iv) Lorsque W = SpfV on peut enlever l'indice "plat" dans (3.4.4.1) (i), 
(3.4.4.2)(i) et (3.4.4.3)(i) [cf (3.2.1)]. 
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Démonstration de (3.4-4)- 

Le (3.4.4.3) est conséquence directe de (3.4.4.1). 

La preuve de (3.4.4.1) et (3.4.4.2) va se faire en six étapes que l'on précise 



ICI : 



Dans les quatres premières étapes on va faire la preuve de (3.4.4.1) sous 
l'hypothèse plus particuhère (3.4.1) (i.e. existence de 'g) : 



étape (T) : montrer que E}f^^g^{{X,Y)/T]E) est un j|,0]r[^-module 
cohérent. 

étape (2) : montrer l'isomorphisme de changement de base (3.4.4.1) (ii) 
lorsque Tp-^{S)^S'. 

étape (3) : achever la preuve de (3.4.4.1) (i). 

étape : achever la preuve de l'isomorphisme de changement de base 
(3.4.4.1)(ii). 

étape : on prouve (3.4.4.1) sous les hypothèses (3.4.3). 
étape (g} : on prouve (3.4.4.2). 



Plaçons-nous d'abord sous les hypothèses (3.4.1). 

On se donne donc un diagramme tel que (3.3.1.1) avec h (T) — Y, h (S) — 

X : on note S[ — 'îp~^(S) et S' ^ S[ S la factorisation de (p où j est une 
immersion ouverte ; on en déduit un diagramme commutatif à carrés verti- 
caux cartésiens 
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Pour E e Isoc^{{X,Y)/W) on notera (v?,^)*(^) son image inverse par le 
couple Tp) [B 3, (2.3.2) (iv)] pour préciser la dépendance en <^ et ^ : d'autres 
images inverses seront utilisées, que le contexte précisera (cf. déf. (3.3.1.5)). 

Etape (T). Avec les notations de (3.2) il existe un voisinage strict W de ]X[y 
dans ]y[y tel que Ey := jyEw soit une réalisation de E, et d'après (2.2.2.2) 
on peut supposer que W est de la forme W = hy {V) pour un voisinage 
strict V de ]S[r dans ]T[r ; de plus on a un diagramme commutatif 



hx ^ 



hv 



OLy 



K 



dans lequel les carrés sont cartésiens et oii les flèches horizontales sont des 
immertions ouvertes, hx est propre et hx est propre et hsse [(2.2.3.2) (i)] : 
quitte à restreindre V on peut supposer via [(2.2.3.2) (ii)] que hy est propre 
et lisse. 

Or K^'^^ f^^g*{{X, Y)/T; E) est l'aboutissement d'une suite spectrale de terme 
El'-' donné par 
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avec filtration 

et on a une suite d'isomorphismes 

- aw*{jwEw ®Ow (^*w{^Y[y/rK)) 

- aw*{jwEw ®Ow ^W/Tk) est étale 

- Oiw*{jwEw ®Ow ^w/v) '^v est étale 
~ aty.O'Î^OH' ®o,v Ew ®Ow ^w/v) [B 3, (2.1.3) (ii)] 

- aw'3wi.Ew ®Ow%^/v) [loc. cit.] 

où îl^/y est un Ovi^-module cohérent et localement libre [(2.2.3.2(1)]. D'après 
(3.1.4) on en déduit un isomorphisme 

= WhK^{j\.Ew®o,y,^^Yiy/r^) 
^ j^R^hv* {Ew ®Ow ^w/v) ; 

or Whv{Ew ®Ow ^w/v) Oy-module cohérent d'après le théorème 

(1.2), donc E]^^ est un j|,C]T[^-module cohérent. Comme la filtration Fil'' est 
finie, il en résulte que l'aboutissement R'+^ f ^ig^{{X , Y) /T ; E) est un jTO]T[r- 
module cohérent. Remarquons que pour prouver cette cohérence on aurait 
pu appliquer le (1) de (3.3.2.2), puisque E^ est un O^y-module plat. 

Etape (2). On a vu à l'étape (T) que 

R'J,,g,{{X,Y)/T;E) := tTh^AEw ^o,,,^ ^^[y/r.) 

~ RhK*{MEw ^Ow ^w/v))^ 

et les Ew '^Ow ^w/v Cv^-module cohérents et plats sur Oy car hy 

est lisse. 

Puisque ou bien g est plat, ou bien g est lisse sur un voisinage de 5" dans T', 
on peut d'après (3.3.1.4) et quitte à restreindre V supposer gy plat : le (2) 
de (3.3.2.2) nous fournit alors l'isomorphisme de changement de base 

(3.4.4.1.1) rKR'7rUix,Y)/T-E) ^ RrrUix[,y')/T'-,{v>wriE)). 
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Etape (3). En reprenant la construction de la connexion de GauB-Manin 
décrite explicitement par Katz dans [K 3, 3.4 et 3.5] on prouve que cette 
connexion agit aussi bien sur le terme E]^-' que sur l'aboutissement [loc. cit., 
theo. 3.5] : ainsi K'frig^{X/T;E) est muni d'une connexion V (de Gaufi- 
Manin) intégrable. Pour construire cette connexion de GauB-Manin V* on 
peut aussi établir des isomorphismes [B 3, (2.2.5.1)] vérifiant la condition de 
cocycles : cette construction coïncide avec la précédente [B l.V, 3.6.3, 3.6.4, 
3.6.5], et cette deuxième construction va nous permettre d'établir la surcon- 
vergence de V*. 

On a un diagramme commutatif à carrés cartésiens 



y- 



r- 



yxwT- 

hxlr 



PlT 



y 



011 PiT, Pi sont les premières projections, est le morphisme graphe de h 
et Aj- est le morphisme diagonal : Tj^ est une immersion fermée puisque T 
est séparé sur W ; on note alors ]y[>'xw'?' tube de Y dans y x-^T pour 

l'immersion fermée composée Y ^ — > y ' — > y Xy^ T, et ]T'[7-2 celui de T 
dans pour l'immersion fermée T " — > T " — > T Xy^T . 

D'après (2.1.2) on a alors un diagramme commutatif à carré cartésien 



(3.4.4.1.2) ]Y[y 

hy 

]T[t 




où h[, h'I, h sont induits respectivement par hx x Itk-i ^ et hx x hx- 
On a de même un diagramme analogue (3.4.4.1.2)' avec p2 à la place de pi 

D'après (3.2.2.1) et [B 5, (3.2.3) et (3.1.11)(i)] on a les isomorphismes cano- 
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niques 



^ plrR%{Ey^Q^yy/rJ [étape (2 

r avant-dernier isomorphisme ci-dessus est réalisable via l'étape (5) car p 
étant lisse sur un voisinage de S" dans T, piq- : T Xyy T — > T est lisse sur un 
voisinage de S* dans T Xy^;T. 
Or l'isomorphisme [B 3, (2.2.5.1)] 

plyiEy) ply{Ey) 

assurant l'existence d'une connexion (surconvergente) sur Ey fournit aussi 
les isomorphismes 

R'KiplyiEy) ® ^V[^,/r|) ^ R^K{p\y{Ey) ® ^V[^2/r^)> 
c'est-à-dire, par les mêmes arguments que ci-dessus, des isomorphismes 

(3.4.4.1.3) plrR'lrigÀiX, Y)/r- E) ^ R^1,,,,{{X, Y)/T^; E) ^ plrR}J,,g^{{X, Y)/T; E) 

satisfaisant aux conditions de [B 3, (2.2.5)]. De plus la connexion surcon- 
vergente sur R^f^j^g^{{X, Y)/T] E) obtenue par l'isomorphisme (3.4.4.1.3) est 
bien celle de GauB-Manin [B 1,V, 3.6.4]. 
Ceci achève la preuve de l'étape (s). 

Etape (4). Puisque R''j\.^g^^{{X,Y)/T;E) est un isocristal surconvergent le 

long de T \ 5", son image inverse par {(p,'(p) est, d'après l'étape (2), l'image 
inverse par (j', idx') de l'isocristal surconvergent (le long de T'\S[) 

^^Tr^A{K y')/'^'; {^'i.^nE)) = 3lXR%''{9w{Ew)®o^.^w'/v'Wi (3.3.1.3)). 
Le Oy/-module 

8y, := R''h'y,*{g'^{Ew) ®o^, ^w'/v) 
est cohérent, et par définition des images inverses [B 3, (2.3.2) (iv)] on a 
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or d'après [(3.3.2.2) (1)] on a : 

4,(40 ~ I^h'^.{jU9wiEw))^o^,^w'/v') 

d'où l'isomorphisme de changement de base 

(3.4.4.1.4) ((^,^)*i?7„,*((^,n/^;^) ^ R%,.{{X',Y')/T';{^',^)\E)), 
qui est celui de (3.4.4. l)(ii). 

Etape (5). Plaçons nous sous les hypothèses (3.4.3) et prouvons (3.4.4.1) 

dans ce cas. 

Considérons les parallélépipèdes commutatifs suivants dans lesquels les faces 
verticales sont cartésiennes 



(3.4.4.1.5) 



(3.4.4.1.6) 




où Pi est la 



projection sur le facteur et i'^, = {it o 99, it')- 
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On forme aussi le carré cartésien 



y 



U2 



(3.4.4.1.7) 



-y" 

h" 

T" . 



Comme Ui et U2 sont propres, et lisses sur un voisinage de X' dans y, on 
peut d'après [B 5, (3.1.2)] et [LS, 7.4.2] faire le calcul de 

à l'aide de la cohomologie de de Rham, aussi bien avec h , h o m = h o 
U2 ou h , qui sont tous les trois propres, et lisses sur un voisinage de X' 
respectivement dans y'", y et y". Or pir» (rcsp p2r") étant lisse sur un 
voisinage de S' dans T", on a d'après l'étape (i) des isomorphismes de 
changement de base (le premier calculé via h et le second via F') 

(^,^,pir")*^7„,*((^,^)/^;^) ^ ^^7r^,.{{x'X)/T"; {^\Wm 

et 

et les seconds membres coïncident en faisant le calcul de la cohomologie de 
de Rham via h o ui — h o U2. Ceci achève la preuve de l'isomorphisme de 
changement de base. 

Etape (ô). L'étape (3) reste inchangée puisqu'on peut faire les changements 
de base par pir et p2T car ils sont lisses sur un voisinage de S dans T Xy^T : 
en particulier i?*/rîç/*((^) E) est un isocristal surconvergent le long de 

T\S. Soit Wo la réduction sur k de W. On note 



(3.4.4.2.1) 



X"^ 
î" 

S" = S xw„ S'^ 



Jy" 



Y 



//c 



■y^yxwT' 



r 



]t"~1T><Jt' ïy// =ît Xîji/ 

l'image inverse de (2.2.1) par le diagramme commutatif 

3T r *T 



(3.4.4.2.2) 



Pis 

S' 



T 



Il c 



3t" 



T 



PlT 
r//C 



PlT" 



Irp// 



■T" 
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où les pi sont les projections sur le premier facteur : h est propre et h est 
lisse sur un voisinage de X" dans y". 
De même 



(3.4.4.2.3) 



f 



Y' c i ^ y" 



■T 



f 

'I c 



h" 
■T" 



Jrpt irp// Olprp 

est l'image inverse de (3.4.4.2.1) par le diagramme commutatif 



(3.4.4.2.4) 



V'S = (¥',ls') 



V'T = (¥',1t') 



id. 



T" 



3t' 



T 



T" 



où ipSi'4^T sont des immersions fermées et ipy est l'immersion fermée définie 
par le carré cartésien 



Y 



I c 



T 



J" 



En appliquant (3.4.4. l)(ii) au changement de base par pir et ■^t on obtient 
un isomorphisme 

rTPlr"^^^r^,À{X,Y)/T■E) ^ K%^^,{{X',Y')/T"; {^\W{E)). 

Puisque le carré suivant commute 



PlT°i'T='<P 

T 



T 



PlT" 



•I C 



T" 



pour prouver (3.4.4.2) il suffit d'après [B 3, (2.3.2) (iv)] de prouver que la 
projection sur le second facteur p2T" '■ T" T induit un isomorphisme 

Considérons alors le diagramme commutatif à carré cartésien 
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D'après les hypothèses faites sur p, p2T" est propre et p2r" est hsse sur un 
voisinage de S" dans T" : ainsi p2T" ° h est propre et p2r" ° h est hsse sur 
un voisinage de X' dans y"; par suite en apphquant (3.4.1.1) on en déduit 
que 

B'tai^'X)/r;{^',^r{E)) et Rt,^^{{X' ,Y')/r"; ,^nE)) 

sont des isocristaux surconvergents et puisque iy est propre, que l'on a des 
isomorphismes (oii piy : y" ^ y est la première projection) 

P*2r"R'friçÀiX',Y')/T;i^',<f') {E)) ^ R^K pyUplyEy) ^ Çl'^^A 

■ — /// 

^ R'K{plyPhiEy)^^';yy,,/^;^) [(2.1.2)] 

^ B'ti^*y"PhPhiEy) ® ^]V'[^„/r;) 5' (3-2-2)] 

= i?7:.,.((^',n/^";(9^',7f(i^)) [(3.2.2)]. 

D'oià (3.4.4.2), compte tenu des définitions (3.2). □ 



(3.4.5) 

(3.4.5.1) Supposons donné un diagramme commutatif 




dans lequel le carré est cartésien, / est un morphisme propre de fc-schémas 
séparés de type fini, het p sont des morphismes de V-schémas formels séparés 
plats de type fini, h est propre, h (resp p) est lisse sur un voisinage de X 
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(resp S) dans y (resp T), jy et jy sont des immersions. Soit T l'adhérence 
schématique de S dans T et 



T 



r 



la factorisation de jr '■ jr est une immersion ouverte dominante et Ït est 
une immersion fermée. On note Y = h (T) et / := : F — T. Avec les 
notations précédentes on est donc dans la situation (2.2.1) avec / ^{S) = X. 

(3.4.5.2) Supposons de plus donné un diagramme commutatif 

Jt ^ 9 




T W 

dans lequel (/? est un morphismc de A;-schémas séparés de type fini, ^, p' sont 
des morphismes séparés de V-schémas formels séparés plats de type fini, ^ 
et p' sont lisses sur un voisinage de S' dans T', Q est hsse et jV' est une 
immersion. 

On définit /' : X' — > S' par le carré cartésien 




On note T' l'adhérence schématique de S' dans T' et 



S' 



T' 



3t' ^t' 

la factorisation de jr' par l'immersion ouverte dominante et l'immersion 
fermée It' '■ 'g induit un /c-morphisme Tp : T' T . 

Par image inverse de (3.4.5.1) par (3.4.5.2) on obtient un parallélépipède 
commutatif tel que (3.3.1.1), dont on reprend les notations; on en déduit : 

Corollaire (3.4.5.3). Sous les hypothèses (3.4-5.1) et (3.4-5.2) les parties 
(3-4-4-1) (3-4-4-3) du théorème (3-4-4) sont valides- 

(3.4.5.4) Supposons donné cette fois un diagramme commutatif 

jr ^ p 
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dans lequel <^ est un morphisme de /c-schémas séparés de type fini, pip'i9 
sont des morphismes (séparés) de V-schémas formels séparés plats de type 
fini, 6 est lisse, p (resp p') est lisse sur un voisinage de S dans T (resp de 
5" dans T'), jr et jr' sont des immersions. Et on suppose de plus que p est 
propre. D'après l'étape (ô) de la démonstration du théorème (3.4.4) on a 
montré : 

Corollaire (3.4.5.5). Sous les hypothèses (3.4-5.1) et (3.4.5.4) la partie 
(3.4.4-^) du théorème (3.4.4) s'applique. 

3.4.6. Sous les hypothèses de (3.4.5.1) supposons que W = Spf V et que 
p : T — >• Spf V est lisse sur un ouvert S de T, avec S contenu dans S. 

Soient ig s — Spec k{s) ^ S un point fermé de S et fg : Xg ^ s la fibre 

de / en s. On note V(s) = W{k{s)) ®w V, où W = W{k), W{k{s)) sont les 
anneaux de vecteurs de Witt à coefficients dans A- et k{s) respectivement, et 
K[s) le corps des fractions de V(s). Le morphisme ig définit des foncteurs 
images inverses [B 3, (2.3.6)] 

(3.4.6.1) il*: Isoc^{{S,T)/V) ^ Isoc\Spec k{s)/K{s)) 

Isoc{Spec k{s)/ K{s)), 

qui, pour p propre, devient 

(3.4.6.2) il*: Isoc\S/K) > Isoc^{Spec k{s)/ K{s)) 

Isoc{Spec k{s)/ K{s)), 

et qui, pour S — T, devient 

(3.4.6.3) î*: Isoc{S/K) — > Isoc{Spec k{s)/ K{s)). 

Nous allons donner maintenant une réalisation explicite de ces foncteurs : 
dans la notation ij*, le ()"^ n'est pas utile, sauf pour insister que l'on travaille 
avec la catégorie sur convergente, et pas seulement la convergente. 
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Dans le carré cartésien de V-schémas formels plats et séparés 

U{s) ^ 



Spf Vis) 



SpfV 



les morphismes u et u' (resp v et v') sont finis étales (resp lisses et séparés). 
Par lissité de S sur V le morphisme composé 



Spec k{s) S — > S 
se relève en un morphisme séparé 

: Spf V{s) S 

tel que gs°v' — u' donc v' est fini et v' est fini étale puisque v' est lisse. Par 
la propriété universelle du produit fibré, Çg se factorise en 

g, : Spf V{s) ^ U{s) ^ S 

avec v' o Qg = Idspf v(s) '■ comme v' est étale, on en déduit que Çg est une 
immersion à la fois ouverte et fermée. Ainsi Qs — u' o Çg est étale. Notons 'Çg 
le morphisme composé 

Qg : Spf V{s) ^T- 
'g g est étale et les foncteurs i\* et i* sont induits par ^* [B 3, (2.3.6)]. 

Théorème (3.4.7). On se place sous les hypothèses et notations de (3.4-6). 

(3.4.7.1) Soit E G Isoc\{X,Y) /V). Alors, pour tout entier i ^ et tout point 
fermé s de S, on a des isomorphismes 

it*i?7„^,((X,r)/r; E) ~ R'fgri,.{Xs/V{s);ExJ 

conv* 

^ HU,iXg/K{s);ExJ 
= Hi^^{Xg/K{sy,É;^J 

où l'isocristal convergent Ex^ G Isoc {Xs/K{s)) = Isoc^ [Xg/ K[s)) 
coïncide avec l'isocristal surconvergent Ex^ G Isoc^ {Xg/ K{s)). 
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(3.4-7.2) Supposons p T ^ Spf V propre et soit E e Isoc^ {X/ K). Alors, pour 
tout entier i ^ et tout point fermé s de S, on a des isomorphismes 

zl*R^Ug,{X/T; E) ~ R'fsr^g.{XJV{s);ExJ 

conv* 

^ Hi.,^iX,/Kis);ExJ 
= Hi^^{XjK{sy,ExJ 

où l'isocristal convergent Ex, £ Isoc {Xg/K^s)) = Isoc' {Xs/K{s)) 
coïncide avec l'isocristal surconvergent Ex, £ Isoc^ {Xs/K{s)). 

(3.4-7.3) Supposons que S = T et soit S G Isoc (X/K). Alors, pour tout entier 
i et tout point fermé s de S, on a des isomorphismes 

ilB}fconv*{X/T- E) ~ R'fs conAXs/V{s)-£x,) 

= Hl^,{Xs/K{s)-Ex,)- 

Démonstration. Puisque est étale on peut donc appliquer le changement 
de base par (i^, g g) et les corollaires (3.4.5.3) et (3.4.5.5). □ 

3.4.8. Soient S un fc-scliéma lisse et séparé et / : X — > 5* un /c-morphisme 
projectif et lisse. Notons -S" = |J S'a o une décomposition de S en réunion 

a 

d'ouverts connexes affines Sa,o = Spec{Aafi).i A^ = V[ti, Jq une V- 
algèbre lisse relevant A^fi dont on a fixé une présentation et — Spec{Aa). 
On désigne par Sa l'adhérence schématique de Sa dans Py", par Sa (resp Sa) 
le complété formel m-adique de Sa (resp Sa) et par 

fa '■ Xa,0 — X Xs Sa,0 > Sa,0 

la restriction de /. Quitte à décomposer Xa en somme disjointe de ses com- 
posantes connexes on peut supposer Xa connexe. D'après [I, (3.3.1)] il existe 
un carré cartésien 

Xa' -X, 



ha 



S. 



c 

a 



dans lequel ha est projectif, ha est un relèvement projectif de fa et les flèches 
horizontales sont des immersions ouvertes. Le complété formel de ce carré est 
d'après [I, théo (3.3)] un carré cartésien de V-schémas formels 

Xa' -Xa 

(3.4.8.1) ha ta 
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dans lequel ha est projectif, ha est un relèvement projectif de la restriction 
fa de / et les flèches horizontales sont des immersions ouvertes. 

Théorème (3.4.8.2). Sous les hypothèses (3.4-8) supposons que, pour tout 
a, Xa est plat sur V. Alors, pour tout entier i ^ 0, on a un diagramme 
commutatif de Joncteurs naturels induits par f et définis ci-après en (3.4-8.5) 



Isoc\X/K) 



Isoc{X/K) 



R'fr 



■Isoc\S/K) 



Isoc{X/K) 



où les flèches verticales sont les Joncteurs d'oubli. 

De plus ces Joncteurs commutent à tout changement de base S' ^ S entre 
k-schémas lisses et séparés; en particulier ils commutent aux passages aux 
fibres en les points fermés de S. 

Démonstration. Puisque, pour tout a, Xa est plat sur V, le théorème [I, (3.3)] 
prouve que ha est un relèvement projectif et lisse de la restriction Ja de /. 
Soient E e Isoc\X/K) et Ea sa restriction à Xa : grâce à l'existence du 
carré cartésien (3.4.8.1) dans lequel ha est un relèvement projectif et lisse de 
fa on conclut à l'aide du théorème (3.4.4) que 

R''farig*{Xafl/Sa]Ea) G IsOc\Safil K). 

Montrons que celui-ci ne dépend que de Safi et non de Sa- 



Supposons donnés un /c-schéma propre S^,^, un V-schéma formel propre 
5^, une immersion ouverte dominante q : Sa,o ^ S'^ q et une immersion 
fermée i'a^ ■ S'a^ S'a^ tels que le morphisme S'a — > SpfV soit lisse sur 
un voisinage de Sa,o dans S'a- Notons Ta,o l'adhérence schématique de Sa,o 
plongé diagonalement dans -S'^, 
diagramme commutatif 



et s: 



jSqXvjS . On a un 



S. 



a,0 



(3.4.8.3) 



id 



'a,0 



Ta,0 



Pa 



'a,0 



IT 



■9" 



Pl,a 



dans lequel les flèches verticales sont induites par la première projection, les 
i (resp les j) sont des immersions fermées (resp ouvertes). Comme Pa est 



96 



J.-Y. ETESSE 



propre, le foncteur {pa,Pia)* équivalence de catégorie [B 3, (2.3.5)] 

de la catégorie des isocristaux sur Sa,o/K surconvergents le long de Za,o — 
Sa,o\Sa,o dans la catégorie des isocristaux sur Safi/K surconvergents le long 
de Z'^ Q = Ta,o \ Sa,o- De plus est propre, et lisse sur un voisinage de Sa,o 
dans S'^, donc par le théorème (3.4.4) on a isomorphisme de changement de 
base 

et de même 

P-laR^ foirig*{Xafi/ S ^] Ea) > farig*{Xa,o/ ^a'i ^a) , 

d'oij un isomorphisme canonique 

(3.4.8.4) R^farig*{Xa,o/^a'iEQ.) ^ R^ farig*{Xa,o/^ a'i -^ce) ■ 

Ainsi W farig*{Xafi/Sa', Ea) uc dépend que de Sa,o', de plus sur Sa,o ^ Sjs^ 
ces isocristaux se recollent car on a des isomorphismes analogues à (3.4.8.4) 
et vérifiant la condition de cocycles. Ces données qui se recollent fournissent 
un isocristal surconvergent sur S/K [B 3, (2.3.2)] noté 

(3.4.8.5) R'frig*{E), 

et c'est le seul possible d'après le théorème de pleine fidélité de Kedlaya [Ked 
3, Théo 5.2.1]. 

On raisonne de manière analogue pour fconv*{E) et le carré du théorème 
est clairement commutatif. 

L'assertion sur les changements de base S' —>■ S résulte de (3.4.4.2). □ 

Corollaire (3.4.8.6). Sous les hypothèses (3.4-8), supposons que f définit 

X comme une intersection complète relativement à S dans un espace projec- 
tif sur S [I, (3.3.6)]. Alors les conclusions du théorème (3.4-8.2) demeurent 
valides. 

Démonstration. Avec les notations de [I, (3.3.6.2)], chaque Z^,/? : -^a,/? —>■ Sa^i3 
se relève d'après [I, (3.3.7)] en un morphisme projectif et lisse au-dessus de 
V et donne lieu à un diagramme commutatif tel que (3.4.8.1) en remplaçant 
Sa par Sa,p, et on conclut comme pour (3.4.8.2). □ 

On a la variante suivante du théorème (3.4.8.2) : 

Théorème (3.4.9). Supposons que le théorème (3-4-8-2) est vrai pour tout 
morphisme projectif et lisse f : X ^ S avec S un k-schéma affine et lisse 
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(donc sans faire l'hypothèse plat sur V). Soient S un k-schéma lisse et 
séparé et f : X ^ S un k-morphisme projectif et lisse. Alors, pour tout 
entier i ^ 0, on a un diagramme commutatif de Joncteurs naturels induits 
par f et définis à la manière de(3.4-8.5) 

Isoé{X/K) > Isoc\S/K) 

Isoc{X/K) "^'^^""^ > Isoc{S/K) 
où les flèches verticales sont les Joncteurs d'oubli. 

De plus ces Joncteurs commutent à tout changement de base S' ^ S entre 
k-schémas lisses et séparés; en particulier ils commutent aux passages aux 
fibres en les points fermés de S. 

Démonstration. Il suffit de décomposer S en schémas affines et lisses sur k et 
d'opérer les recollements comme dans la preuve de (3.4.8.2). □ 
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III. F-isocristaux convergents 
sur un schéma lisse et images 
directes 



On conserve les notations du II (0). 

1. F-isocristaux convergents sur un schéma af- 
fine et lisse 

1.1. Notations 

Soient X — Spec Aq un /c-schéma affine et lisse, A une C(A;)-algèbre lisse 
relevant Aq [E^, théo Ç)\ et A — A ®c{k) V. Fixons une présentation 

A = c{k)[h,...M I ih,-Js); 

soient P le complété formel de la fermeture projective de A' = Spec A dans 
Py, Y sa réduction sur k, j : X ^ Y. Alors ]Y[p = Pk ; de plus ]X[p, qui 
est l'intersection de avec la boule unité 5(0, 1+) C A^, est l'affinoïde 

]X[p=Spm .,/,)). 

Notons A (resp. A) le séparé complété j9-adique de A (resp. A), A'' <Z A 
(resp. A"!" C A) le complété faible de A au-dessus de {C{k), (p)) (resp. de A 
au-dessus de (V, (vr)) [M-W, § 1], et posons A^j^ = A'' (gjy K,Âk = Â ®y K. 
On a des isomorphismes 

À ~ C{k){t,,...,t^}/{h,...J,) , 

Â ~ V{ti,...,tn}/{fl,...Js) ^ À®Cik)V , 
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^ c{k)[t„...,Qy{h,...,fs) , 
At ~ v[ii,..., g V(/i, ...,/,) ~ A^^cik)V, 

et aussi [B 3, (2.1.2.4] 

On fixe un relèvement F^t : ^ de l'élévation à la puissance p"", 
Faq ■ Aq — > Aq, au-dessus de a [vdP, cor 2.4.3] : on peut choisir un tel 
relèvement F^t de manière compatible à une extension k ^ k' du corps de 
base [Et 5, I, 1.2]. Posons F^t = F^t ®c(fe) V, F^ = F^t d'où des 



morphismes F^t : 

De même pour V' comme ci-dessus et A := ^4 
cor 2.4.3] un carré commutatif 



Ak au-dessus de a : i^' ^ K. 
V' il existe d'après [vdP, 



au-dessus du carré commutatif 



A^^r^A^ 



V'— ^ v 



V. 



On désigne par F^-Mod(A^) (resp. F^-Modloc(A^) ; resp. F^-Modlib(Ai^)) 
la catégorie des A^-modules de type fini (resp. A^-modules projectifs de type 
fini ; resp. ^J^-modules libres de type fini) M munis d'un morphisme 



: F^t (M) M'' 



M 



appelé morphisme de Probenius. Par analogie avec Wan [W 2, def 2.8] [W 
3, def 2.1] nous dirons que M est un F'^-module surconvergent (resp. et 
projectif; resp. et libre) sur A^. En considérant les mêmes définitions sur 
Âk au ficu de on dira que M G F'^-Mod(ÂK) (resp. M G F'^-Modloc(ÂK) ; 
resp. M G F'^-Modlib(AK)) muni de 
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est un F**- module convergent (resp. et projectif ; resp. et libre) sur Âk- 

Lorsque le Probenius est un isomorphisme on dira que l'on a une struc- 
ture de Frobenius forte. On a des notions analogues sur et A, sans ten- 
soriser par K : on utilisera alors les notations F^-Mod(A'''), ...F'^-Modlib(A). 

Soit le module des V-différentielles de A'^ au sens de Monsky-Washnitzer 
[M-W, theo 4.2] 

n 

:= , n\:^ùÇ^^, - n\ ®v k. 

Notons F'*-Conn^(A^) (resp. F'^-Conn(ÂK)) la catégorie des A]^- modules 
(resp. Â/^-modules) projectifs de type fini M (resp. Ai) à connexion intégrable 

V:M — >M®,t 

(resp.V -.M^M^A^ 
et munis d'un isomorphisme horizontal 

(/)t : (F^t (M), F^t (V)) =: (M^ V^) ^ (M, V) 

(resp. : (Fî^(M), Fî^(V) =: {M^V^ (M, V)). 

On note Conn^(A^) (resp. Connl^^ÂK)) la catégorie des A|^-modules (resp. 
T^/^-modules) projectifs de type fini M (resp. A4) à connexion intégrable dont 
la série de Taylor converge sur un voisinage strict du tube de la diagonale 
dans x (resp. dont la série de Taylor converge sur le tube de la 
diagonale dans X^"^ x X^"^). 

On utilisera un exposant ( )° pour spécifier les sous-catégories des objets 
unités (i.e. tels qu'en tout point géométrique les pentes du Frobenius sont 
nulles), F"-Mod(A^)°, F"-Mod(ii^)°, F'^-Connt(AÎ^)°, F«-Conn(iK)°, - 
ou la restriction de foncteurs aux objets unités. 
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On dispose de foncteurs naturels rendant commutatif le diagramme [Et 
5, I, § 5] 



F«-Isoc^(X/X) F'^-Conn^A^j^) ^ F"-Modloc(Ay 



F"-Isoc(X/ir) 



F"-Conn(i 



H 



F'^-Modloc(i 



ovl T"^ := V^X^"^,—) est une équivalence de catégories [B 3, cor (2.5.8)], 
f := r(]X[, -) est pleinement fidèle [O 2, 2.15, 2.23)] et [Et 5, I, (5.2.2)] et le 
foncteur Q (resp. Ti) envoie un 74|^-module projectif de type fini M sur son 
séparé complété p-adique M. — M (g)^t Âk : Ç et H sont fidèles [Bour, A II, 
§ 5, n° 3 , prop 7] et [Bour, AC I, § 3,\° 5, prop 9 c)]. 



La restriction JF° de ^ à F°'-lsoc\X / K)° est un foncteur pleinement 
fidèle [Et 5, théo 5] 

: FMsoct(X/K)° — > FMsoc(X//s:)° ; 
comme r''^° est une équivalence de catégories et r° pleinement fidèle, le fonc- 
teur Ç° est pleinement fidèle. 

Nous allons montrer en 1.2 ci-après que f est en fait une équivalence de 
catégories. 



1.2. Des équivalences de catégories 

Avec les notations de 1.1 nous allons montrer que la donnée d'un F"- 
isocristal convergent sur X équivaut à celle d'un A^^-module projectif de 
type fini M., muni d'une connexion intégrable 

et d'un isomorphisme horizontal 

(/.:(M^V'^) ^(A^,V), 
oii {M'^, V°^) provient de {M, V) en étendant les scalaires par F^^. 

Proposition (1.2.1). Avec les notations ci-dessus, le foncteur T{]X[,—) 

induit une équivalence entre 

(i) La catégorie des 0]x[-modules cohérents (resp. et localement libres), et 
celles des Âx-modules de type fini (resp. et projectif s) ; 
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(ii) La catégorie des C]x[-wocîuZes cohérents à connexion intégrable (resp. 
des isocristaux convergents sur X), et celle des Ak -modules projectifs 
de type fini munis d'une connexion intégrable (resp. et dont la série de 
Taylor converge sur ]X[x2). 

Remarque. Berthelot a fourni une description analogue pour les j^O]x[-- 
modules cohérents [B 3, (2.5.2)]. 

Démonstration. La démonstration est semblable à celle de loc. cit. Remar- 
quons simplement que ]X[ étant afiinoïde, la donnée d'un (9]x[-module cohérent 
£ équivaut à celle du Â/^-module de type fini A4 = T(]X[,S) [B-G-R, 9.4.2]. 
De même l'assertion "projectif en (ii) résulte du fait que K est de ca- 
ractéristique [B 3, (2.2.3) (ii)] [P, 10.3.1]. □ 

Théorème (1.2.2). Avec les notations de 1.1, soient A4 un Àx-module 
de type fini, muni d'une connexion intégrable V, et {A4" le module à 
connexion intégrable déduit de {Ai, V) par l' extension des scalaires F^^. On 
suppose qu'il existe un isomorphisme horizontal 

0: (A^",V") ^ {M,V). 

Alors, si {£, V) est le O]x[-module correspondant à {Ai, V) par l'équivalence 
de (1.2.1), la connexion V de £ est convergente. 

Démonstration. La preuve suit celle de [B 3, (2.5.7)]. Comme l'assertion est 

locale sur X [B 3, (2.2.11)] on peut supposer Vl\ libre de base dzi, dzm- Si 

Zi, Zm E A relèvent Zi, ...^mj ^\ est un A-module libre de base dzi, dz^. 

Soient di, ■■■,dm les dérivations correspondantes, et ei, ...,6^ une base de Ai 

{A4 est nécessairement projectif d'après [P, lemme 10.3.1]). Pour tout i et 

tout k, posons di Ck — 12 hjk ej, et soit Bi e Mr{AK) la matrice des ; 

j 

la connexion V est déterminée par les Bi. En utilisant l'isomorphisme hori- 
zontal (p, on peut supposer, comme dans la preuve de [B 3, (2.5.7)] que les 
matrices Bj, sont à coefficients dans A. 

Notons rjo = \ n \. Pour tout e E A4 = T{]X[,£), d-eestk coeffficients 
dans A, donc || 9 - e || ^ 1, et comme r]o < p~(^/p~^^ on en déduit 

(1.2.2.1) Il ^ 9 ^ e II 77^ — > quand | ^ | — > +oo. 

Posons (i = 1 ® Zi — Zi ® 1 , Tj = l®tj — tj ® 1. 



104 



J.-Y. ETESSE 



Pour T) < 1, soient 

[/ = {x e A"^" X X^""/ Vj, I (1 ® tj{x) I ^ 1, I {tj ® l){x) I ^ 1}, 

Wr,^{xe A'^ X X^^/ Vj, I T,{X) I ^ 77}, 

w:^ = {xe AT X A'-/ Vi, I Ci{x) I ^ 1}, 
et K = 14/',, n[/. Pour toute suite croissante rj de limite 1, l'ouvert Vî, := U 

— — n 

est égal à ]X[;v2, d'après l'exemple de [B 3, (1.3.10)]. Nous allons construire 
une suite rj telle qu'il existe sur l'ouvert =]X[;^^2 un isomorphisme e : 
P2 S^^pI £ induisant sur les voisinages infinitésimaux de la diagonale les 
isomorphismes e„ définis par V. 

Puisque les tj engendrent A, il existe des relations Q — T, Pij tj, avec 

j 

Pij e A <S)v A; d'oià || Ci II ^ Sup^ || Tj \\ , la norme étant la norme 
spectrale sur U. Par suite on a l^^, C W^^ fl U. On procède alors comme dans 
la démonstration de [B 3, (2.2.13)] pour définir sur un isomorphisme 
s : P2 S pI s induisant sur les voisinages infinitésimaux de la diagonale 
les isomorphismes définis par V, en posant 

£(p;(e)) = E ^^-e®Ç-, 

la série convergeant dans r(VÇ,(,,p*(é^)) grâce à (1.2.2.1). On va utiliser ensuite 
l'action de Frobenius pour prolonger l'isomorphisme e de Vr^g à Kj, pour une 
suite î] convenable : tout d'abord, on peut supposer d'après (1-2.1) qu'il 
existe un morphisme Fk : ]X[ = Spm(Â/^) — > ]X[ tel que l'homomorphisme 
r{]X[, 0]x[) — > r(]^[, 0]x[) induit par Fk soit égal à F^^® a. Le Probenius 
(j) de E est alors défini par un isomorphisme : F^ E — ^ E sur ce qui 
fournit des isomorphismes 

0, = p*(0) : {Fk X FkT (K ^) — K ^ sur V^,. 
On définit une suite croissante r] de limite 1 en posant 

Montrons que {Fk x Fx)(Kî„+i) C V^„. Posons 
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avec aj e À. Pour x E U on a, 

I {tj 1)((F^ X Fk){x)) I = I (F^itj) l)(x) I 

= I {{tf + TT ttj) ^ l){x) I ^ 1, 

de même pour 1 fj, de sorte que {Fk x Fk){x) G C/. D'autre part, si 
J = Ker(74 A), on a, dans (>1 ®y A)^ la relation 

(F4xF^)(T,-) = l®(tf +7ra,) - (tf + naj) 1 

avec aj G 7(^4 (8)v ^)^. Dans {A (g)v A)^ on peut écrire aj sous la forme 
aj — E 7îj Tj, avec ||7ij|| ^ 1. Alors, pour x G K?„+i, on obtient 

i 

Itt a;j(x)| ^ |7r| rj^+i ^ ?7n 

et 

Par conséquent on a bien 

Supposons construit sur Vn :— U K. un isomorphisme e^") : p\ £ ; 

on conclut alors comme dans la preuve de [B 3, (2.5.7)] à l'existence d'un 
isomorphisme sur V — \JVrf^ — \X[x2, d'oià la convergence de V. □ 

i 

Corollaire (1.2.3). Soient X = Spec Aq un k-schéma affine et lisse, A une 
V -algèbre lisse relevant Aq, A le séparé complété p-adique de A, F^ : A ^ A 

un relèvement de la puissance a^^^^ de l'endomorphisme de Frobenius de Aq 

au-dessus de a. Alors la catégorie des F'^ -isocristaux convergents sur X est 
équivalente à la catégorie des Ax-modules (nécessairement projectifs) de type 
fini M., munis d'une connexion intégrable V et d'un isomorphisme horizontal 
0: (A^^V^) ^ {M,V). 

Démonstration. D'après la proposition (1.2.1) la catégorie des isocristaux 
convergents sur X est équivalente à celle des Ax-modules projectifs de type 
fini, munis d'une connexion convergente V. De plus cette équivalence est 
fonctorielle par rapport à A par des arguments analogues à [B 3, (2.5.6)]. On 
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conclut par le théorème (1.2.2). □ 

2. F-isocristaux convergents sur un schéma lisse 
formellement relevable 

Nous allons généraliser au cas relevable l'équivalence de catégories du co- 
rollaire (1.2.3) précédent. 



2.1. Espaces rigides associés aux schémas formels 

Dans ce § 2 on se donne f : X ^ Spec k un fc-schcma lisse tel qu'il existe 
un V-schéma formel lisse h : X ^ Spf V relevant /. Par une construction 
de Raynaud on sait associer à X (resp. à h) un espace rigide analytique noté 
Xk [Bo-Lii 1 et 2] [B 3] (resp. un morphisme hx '■ Xk Spm K). Si h 
est propre alors hx est propre [Lii]. L'espace Xk est muni d'une topologie 
de Grothendieck [B 3, (0.1.2), (0.2)] et d'un faisceau d'anneaux Ox^ '■ nous 
dirons que {Xk,Oxk) est un G-espace annulé [B-G-R, 9.3.1]. 

Proposition (2.1.1). Sous les hypothèses 2.1 il existe un V-schéma formel 

lisse h' : X' ^ Spf V, un V -isomorphisme X'—^X et des recouvrements par 
des ouverts lisses X' = U Spf A^, X = \J Spec A^fi, où les Aa sont des 

V-algèbres lisses et A^fi := Aa/irAo,- 

Démonstration. Dire que X est un V-schéma formel lisse signifie qu'il existe 
un recouvrement X — \J Spf Ba, où les Bq, sont des V-algèbres plates séparées 

a 

et complètes pour la topologie vr-adique et formellement lisses pour les topolo- 

gies discrètes sur V et Bq, : les Ba sont donc des V-algcbrcs formellement lisses 
pour les topologies vr-adiques sur V et Ba [EGA 0/y, (19.3.1)]. Pour tout a 
notons Aa,o '■= Ba / n Ba, et Aa une V-algèbre lisse relevant Aafi [E£, théo 
6] : d'après [Et 4, cor 1 du théo 4] il existe, pour tout a, un V-isomorphisme 

Âa ^ Ba, OÙ Aa := lim / tt" Aa. 

n 

Désignons par 

Pa^SpîBa, P^^Spfi,, P^f, -.^P'a X p^Pa f} Pfs) , 

ipa le V-isomorphisme tpa '■ P'a Pa, et il^ag le V-isomorphisme 
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déduit de ipa par le changement de base Pq, fl ^ P^. Le V-isomorphisme 
induit des V-isomorphismes 

^afij ■ P'ocfi ^ PLj ~^ P'fia ^ Ppj 

et on a les identités 

grâce au fait que les P^ se recollent pour former X. Par conséquent on peut 
recoller les P^ le long des P^^ : le schéma formel ainsi obtenu est le schéma 
formel X' cherché. □ 

Corollaire (2.1.2). Sous les hypothèses 2.1 le morphisme d'espaces rigides 
hx '■ — Spm K est lisse. 

Démonstration. Compte-tenu de l'isomorphisme A"' A- A" de (2.1.1) il suffit 
d'appliquer le critère jacobien [B 3, (0.1.11)]. □ 

Corollaire (2.1.3). Soient S un k-schéma lisse et f : X S un k- 

morphisme lisse et supposons donnés un V-schéma formel lisse S et un V- 
morphisme lisse h : X S de schémas formels relevant f. Alors 

(i) // existe un V-schéma formel lisse S' = U S'^ , S'^ = Spf où les Aa 

a 

sont des V-algèbres lisses et un V-isomorphisme S' S. 

(ii) Si l'on pose X' := X Xs S' , X^ := X' Xs S'^, il existe de plus un 
S' -schéma formel lisse X" et un S' -isomorphisme X" X' tel que 

x"^ux;: ,oùx::^u xi^ = u spf^,/?, 

a fj fi 

les Ba,i3 étant des Â^-algèbres lisses (resp. des A^^-algèhres lisses) 

(iii) Avec les notations du (ii) il existe aussi un V-schéma formel lisse X'" 
et un V-isomorphisme X'" A- X" tel que 

X'" = U A"- , où A"- = y Spf 
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Ca,p est une V-algèbre lisse munie d'un V-isomorphisme 
Démonstration. La proposition (2.1.1.) fournit le (i). 

Pour (ii) et (iii) on utilise encore [Et 4, théo 4 et son cor 1] : on peut recoller 
les X^i^ (resp. les X^, resp. les X^') grâce à l'existence globale de (resp. 
de A",' resp. de X"). □ 

Corollaire (2.1.4). Sous les hypothèses (2.1.3) le morphisme d'espaces ri- 
gides Hk '■ Xk — > Sk est lisse. Si de plus h est propre alors hx est propre. 

Démonstration. La lissité de résulte de (2.1.3) (ii) et du critère jacobien 
[B 3, (0.1.11]. 

La définition d'un morphisme propre d'espaces rigides est donnée dans [Lii, 
2.4] : la propreté de h entraîne celle de Hk [Lii, theo 3.1]. □ 



2.2. F-isocristaux convergents et (9;f^-modules 

Rappelons que les hypothèses (2.1) sont satisfaites. 

La donnée de f G Isoc(X/ii') équivaut à celle d'un 0;f^-module locale- 
ment libre de type fini Sx [B 3, (2.3.2), (2.2.3) (ii)] muni d'une connexion 
V relativement à K, intégrable et convergente. D'après (2.1.1) on a un V- 
isomorphisme A* ~ U Spf Aa, =: U X^ o\x les sont des V-algèbres lisses; 

a a 

si , : Xa — ^ Xa sont deux relèvements de la puissance a^^^^ du Fro- 
benius absolu de = X^ mod tt, alors on a un isomorphisme canonique [B 
3, (2.2.17)] 

oii {Sxci Va) est la restriction de {Sx, V) à X^k = Spm {A^k)- 

Supposons fixé pour chaque a un relèvement : X^ ^ X^, de la puissance 
^leme Probenius absolu de = X^ mod tt, et soit £ G F"--lsoc{X/ K). 
La structure de Probenius sur £ fournit pour tout a un isomorphisme [cor 
(1.2.3)] 



: {F:{£x^),F:{yo)) ^{£x^,Va), 
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avec compatibilités évidentes quand a varie : d'après (1.2.3) la connaissance 
de équivaut à celle de V{XaK-i£'Xa) ^-vec mêmes données. 

Notons F^-Conn(A:'K) la catégorie des (9;v^-modules localement libres de 
type fini M. munis d'une connexion V relativement à K, intégrable et d'une 
famille compatible d'isomorphismes 

0« : (F*(M,),F:(V.))^(M«,V«) := (M,V)|;,„,. 

Théorème (2.2.1). Avec les notations de (2.2) la flèche naturelle 
F^-Isoc^X/K) — > F^-ConniXK) 
£ I — > Ex 

est une équivalence de catégories. 

Démonstration. Nous venons de montrer que si £ G F'^-I soc{X / K) alors 
£x e F''-Conn{XK). 

Réciproquement soit G F"--Ccnin{XK) ; puisque M. est localement 
libre de type fini et que Ox^ est cohérent [B 3, (2.1.9)], alors M. est un Ox^- 
module cohérent. D'après (1.2.3) l'existence des isomorphismes horizontaux 

0, : (F„*(Ma), i^a*(Va)) ^(Ma, V^) 

prouve que la connexion est convergente, car la donnée de (AIq, Vq, ^q) 
équivaut à celle d'un élément de F"'-Isoc{Xa/ K) : puisque ces données se 
recollent la connexion V est convergente [B 3, (2.2.11)], d'oii un élément S 
de lsoc{X/K) [B 3, (2.3.2)] tel que Sx = -M.- Enfin les (pa définissent un 
isomorphisme de Isoc(X/i^r) 

^,:F:£^£ 
qui est le Probenius de £ [B 3, (2.3.7)] et {(l)£)x = 4>M- ^ 

Rappelons que pour £ G I soc{X / K) la cohomologie convergente de Ogus 
[O 3] et [B 5, (3.1.11) (i), (3.1.12) (ii)] est donnée par 



(2.2.2) 



Hl^^iX/K, £) = W{Xk. £x ® n'x^/K). 
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3. Images directes de F-isocristaux convergents 

Dans le cas d'une famille propre et lisse nous allons étendre ici le théorème 
7.9 de Ogus [O 3] établissant la finitude de la cohomologie convergente 
H^gj^^{X/K,S) pour X propre et lisse sur k et S un F-isocristal convergent. 

Sauf mention du contraire, on suppose dans ce paragraphe 3 que k est 
un corps parfait de caractéristique p > 0, g = p", V est un anneau de valua- 
tion discrète complet, d'idéal maximal m et corps résiduel k. On suppose le 
corps des fractions KdeVde caractéristique 0, on fixe une uniformisante tt 
et on note e l'indice de ramification : on suppose, sauf mention expresse du 
contraire, que e ^ p — 1. 

On relève la puissance q sur k en un automorphisme a de V, tel que 
cr(7r) = TT, suivant la méthode [Et 5, I 1.1] : on note encore a son extension 
k K et ce a est un automorphisme de K puisque k est parfait [11,0]. 



3.1. Relèvement de TeichmûUer 

Soit X = Spec Aq un /c-schéma lisse. Pour a; G \X\ = {points fermés de X}, 
soit ix = Spec k{x) X l'immersion fermée canonique : k{x) — Ao/mx est 
une extension finie étale de k de degré deg x — [k{x) : k]. Notons W — W{k) 
(resp. W{x) = W{k{x)) l'anneau des vecteurs de Witt à coefficients dans k 
(resp. k{x)), 

V{x) = W{x) ^wV-W{x)[7i] , 

Kq = Frac W, Kq{x) = FTac{W{x)), K{x) = Frac(V(x)), o"^ la puissance 
p"- sur k{x), (Jw(x) = W{crx) le relèvement canonique de ax à W{x), <J^(x) = 
o'w(x)^w^ et aK{x) (resp. o-Ko{x)) son extension naturelle à K{x) (resp. Kq{x)) 
définie par (7K(a:)(V^) = crv{x){u)/cry(^x){v) (resp. aKo{x){u/v) = (Jw(x){u)/crw{x)v)). 
Le morphisme crK{x) coïncide, d'après [Et 5, 1.l.l] et [B-M 2, (1.2.7) (n)], avec 
le morphisme a' : K' ^ K' (au-dessus de a : K ^ K) de [Et 5, I.l.l] pour 
k' = k{x). 

Soit A une V-algèbre fisse relevant Aq et fixons une présentation A — 
V[ti, ...,tn]/ (/i, /m). On désigne par A ((resp. A^) le séparé complété (resp. 
le complété faible) m-adique de A. Soient P le complété formel de la fermeture 
projective de X = Spec A dans Py, Pi = Spf{V{x)), Xi = Spec{k{x)). 
D'après [Et 5, (1.2.1)] il existe un carré commutatif 
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®vV(a;) =: A^x) 



At(x) 



A^ 



au-dessus du carré commutatif 



V(x)— V(x) 



où est un relèvement à A^ du Probenius (puissance q) de ; d'où un 
diagramme commutatif 



■ >it(x) 



V(x) ^^t(^) 



Aix) 



Par conséquent le morphisme s : Aq ^ k{x) se relève de manière unique 
d'après Katz [K 1] en un morphisme 



t{x) : Â{x) V{x) 



tel que le diagramme 



Â{x)^V{x) 



A{x)^V{x) 

commute : t{x) est appelé le relèvement de TeichmuIIer de s (ou de x). 

Les morphismes composés 

t{x) ■.Â^À{x)"-^V{x) , 



T 



X) 



sont surjectifs car la réduction de t'^{x) mod tt est le morphisme surjectif 
s : Ao — > k{x) de départ [M-W, theo 3.2] ; donc V{x) est un quotient de A et 
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V{x) ~ iy(a;)[7r], qui est un anneau de valuation discrète, est une extension 
finie étale de V de rang deg x. Le noyau du morphisme 

TKix) := f{x) ®vK -.Àk — ^ K{x) = Frac(V(x)) 
est ainsi un idéal maximal de et le diagramme 



(3.1.1) 



A 


t r 
K 




t 

K ^ 











K ^ ^(^) 



"K(x) 

K ^ ^(^) 

commute. On notera tI^{x) la flèche composée 

(3.1.2) t],{x) = t\x) ®v k : A^^ÀK^^Rix) ; 



remarquons que tI^{x) est aussi surjectif car if induit une bijection entre les 
idéaux maximaux de Àk et ceux de À^j^ [G-K 2, theo 1.7]. Par le morphisme 
de spécialisation [B 3, (0.2.2.1)] 

sp : Spm Àk — > Spec Aq 

l'image de {q^;} n'est autre que {tria;} ; de plus f{x) : Â V{x) est localisé 
en {px} e Spec A, où px est l'unique idéal maximal de A au-dessus de m^:. 
En définissant l'application (encore appelée relèvement de Teichmûller) 

(3.1.3) Tk '■ Spm Aq — >• Spm Àk 

par Tk{x) — {Ker tk{x)} — {q^}, on vient de prouver que Tk est une sec- 
tion du morphisme de spécialisation, considéré comme une application 

sp : \Sp'm Àk\ — >■ \Spec Aq\. 



3.2. Amplitude des F-isocristaux 

Soit X un A';-schcma Ussc. Bcrthclot a montré [B 3, (2.4.2)] que pour tout 
jV G F°'-Isoc{X/ K) il existe un F-cristal non dégénéré M sur X (i.e. un cris- 
tal M muni d'un Frobenius : F* M — M et d'un morphisme V : M F* M 
tels que 4>oV et V ocj) soient la multiplication par p^, pour un entier 6 ^ 0) de 
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type fini sur Oxjv et sans p-torsion, et un entier r ^ tel que N ~ M""(r) 
(oii M""'(r) est le twist à la Tate de M*^"). L'entier h est appelé l'amplitude 
de M ("width" dans la terminologie de Ogus [O 4, 5.1.1]). Notons 



(3.2.1) F''-Isoc{X/K)piat 

la sous-catégorie pleine de F°--I soc{X / K) formée des N tels que le M ci- 
dessus soit plat sur Ox/v (ce qui équivaut à M localement libre puisqu'on 
est en situation noethérienne) . 



3.3. Convergence des images directes 

Théorème (3.3.1). Supposons k parfait et e — Soient S un k-schéma 

lisse et f : X ^ S un k-morphisme propre et lisse (resp. relevable en un 
morphisme propre et lisse h : X ^ S de V -schémas formels). Alors 

(3.3.1.1) Pour tout entier i ^ 0, f induit un foncteur 

R'fconv* : F--Isoc(X/K)piat F'^ -I soc{S / K) 
{resp. R'fconv* ■ F^-Isoci.X/K) — > F" -I soc{S / K)) . 

(3.3.1.2) Le foncteur précédent est compatible aux changements de hase entre 
k-schémas lisses, c'est-à-dire : pour tout carré cartésien 




avec S' lisse surk et£ E F"" -I soc{X / K) ^i^^ (resp. S G F'' -I soc{X / K)) 
on a un isomorphisme de changement de hase 

g*R'fconv*{S) ^i?74,n.*(^'*(^)) 

compatible aux connexions et aux Frobenius. 
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Démonstration. 

Première partie de la démonstration : le cas propre et lisse, non nécessairement 
relevable. 

Dans un premier temps nous ne supposerons pas que le corps k est parfait, 
seulement qu'il est de caractéristique p > et que e ^ p — 1 : uniquement 
lorsqu'il faudra montrer que le Frobenius est un isomorphisme, nous suppo- 
serons que k est parfait. 

Soient £ G F°--Isoc{X/ K)piat et E un F-cristal non dégénéré tel que 

£ ~ E'^^{r). On va associer kE, f et l'entier i ^ 0, un objet de F"'-Isoc{S/K), 
i.e. pour tout ouvert U (affine et lisse) de S on va construire un élément de 
F"--Isoc{U / K) avec données de recollement [B 3, (2.3.2) (iii)]. 

Si T est un V-schéma formel on pose r„ = T/tt""*"^ T, et pour un 
Tq— schéma de type fini Y on désigne par (Y/ T) cris le topos cristaUin [B- 
O, 7.17] [O 4, § 3.0]. Le morphisme / induit un morphisme de topos 



/cris ■ 



cris 



{S/V) 



cris 



Soit U — SpecAo ^ S mi ouvert affine et lisse et A une V-algèbre lisse 
relevant : posons T = Spf i, T„ = Spec (^/7r"+^ A). Alors (C/, T„, 5), où 5 
sont les puissances divisées canoniques sur tt OT„{e ^ p — 1 : [B 1, I, § 1]), est 
un ouvert de Cris {S/V). Le Frobenius Fjj de U (élévation à la puissance p"^ 
sur Ou) se relève en un endomorphisme Fq- de T (rcsp. F^^ := Fj- mod 7r"+^, 
de T„) et on considère les diagrammes commutatifs 



(3.3.1.3) 




(r„, TT, 5) — - (T„, TT, 5) > Spec Vn , 
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(3.3.1.4) 




(T, TT, 6) — (T, TT, ô) Spf V , 



dont les carrés supérieurs sont cartésiens. Soient fxu/T„ [B 1, V, 3.5.2] et 
fxu/T [B-0, § 7.21] les morphismes de topos 



fxu/T„ ■ {Xu/Tn] 



cris 



>■ A, 



Avec les notations de [B 1, V, 3.2.3] on a 



(3.3.1.5) R/c,i3.(£;)(,,,T„) = R/x,/T„*(a;;„(£;)) 

et [B-0, 7.2.2.2] : 



(3.3.1.6) Rfx,/T*{^r{E)) ^ M limM/x,/T„*(^^„ (£:)). 

n 

Posons 



(3.3.1.7) R'fcris{E\u,r) := lim i?7x,/T*(c^;„ (£;)). 

Le schéma formel T, identifié à la limite inductive {T„} des T„, est ce que 
Ogus appelle un "épaississement fondamental de U relativement à Spf V" [O 
4, § 3.0]. 

Puisque E est localement libre de type fini et / propre et lisse, le complexe 
^fxu /T*{^Tni-E)) est un complexe parfait de O^^-modules [B 1, Vil, 1.1.1] ; 
or, par le théorème de changement de base en cohomologie cristalline [B 1, 
V, 3.5.2] on a un isomorphisme 
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par suite [B-0, def B-4] M/xy/T,*('-^T,(-^)) un objet "consistant" au sens 
de [loc. cit.], donc [B-0, prop B-7] 

^//^(RlimR/x,/T*K„(£;))) 
~limi?7x,/T.(^T„(^)) , 

n 

d'où, via (3.3.1.7), et [B-0, prop B-7], un isomorphisme de Cr-modules 
cohérents 

(3.3.1.8) R'fc^)(u,r)C^ R'fx^/r'{uj*T{E)). 

Soit V, = {Va) a ^""^") Xu un liyperrecouvrement fini de Xjj par des 
ouverts affines. Va — Spec{Ba,o) '■ soient Ba une A-algèbre fisse relevant Ba,o, 

Va-.^Spf (Ba), 

ha,n ■ Pa,n = 5'pec(B„/7r"+^ Ba) > T„, 

h ■ P y T 

'^•,n ■ ^ »,n ^ -'-m 

ha '■ Va — T la limite inductive des {ha,n}n et posons 

^P..n = <K„(^)), ^P... = Ki^kiE)) , 

Evc = liiii -E'Pa.n ) Ep, = {E-p^ja , 

n 

a,n ^a,n ^ r'a,n/-ln ' 

et remarquons que l'on a un isomorphisme 

Qî> /-r ~ lim Q*p /rp . 
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D'après (K 1, (0.3.2.6.2), (0.3.2.2), (0.3.2.4)] il existe un isomorphisme 

et avec les notations de [B-0, Appcndix B] on a un diagramme commutatif 



iîr(N,-) 



K{Or) 



KiOrJ — 

puisqu'il en est ainsi avant de passer aux foncteurs dérivés [Et 2, dém. de 
III, 3.1.1]. Or le complexe {C* „}„ G K{N,Op^ ,) a des flèches de transition 
surjectives, donc vérifie la condition de Mittag-Lefller ; par suite 



:limMVn*(C;n) = ^h^<Er„ ® ^k/r) 



et donc 



(3.3.1.9) i?Vcris*(^)(c/,r) ^ R'fxu/T*{u;*r{E)) ~ W{m,,{Er. ® ^r./r))- 

Montrons à présent que R^f cris* {E)(u,t) est muni d'un morphisme de Pro- 
benius 

Fr (R'^f cris* iE)(^U,T)) ^ -R*/cris* (-E)(c/,r) • 

Considérons la factorisation usuelle du Frobenius Fx (avec Fx{x) = x'^) 



(3.3.1.10) 




oià le carré est cartésien ; le morphisme de Frobenius de E, (f) : F^^g E' 
Fx E ^ E, où E' :— n^/siF), définit par image inverse 

^tM) ■ Fxu/u 'P* E = F*x/s F' = uJt^ F*^ E ^ ^t^F- 
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D'où, en notant = lim U!^^{E) et a;^(0) = lim co^ni^) ' flèche 

n n 

La flèche Rfx,j/T*{i^r{4')) ^st un morphisme 

M/x,/r.(Fl,/t/ ^* uj*r{E)) = M/x,/r*(Fl, c^f (F)) - M/x,/r.(a;^(F)); 
par composition avec le morphisme 

provenant du passage à la Umite dans le morphisme de changement de base 
en cohomologie cristalline [B 1, V, (3.5.3)] et avec l'isomorphisme 

F^(R/x,/r*(c^r(^)))^ ^fx',/r*{<P* u;*r{E)) 

provenant de la platitude de Fr et du passage à la limite dans l'isomorphisme 
de changement de base en cohomologie cristaUine [B 1, V, (3.5.3)], on obtient 
un morphisme 

(3.3.1.11) : F^{Rfx,/r*{co*riE))) Rfx,/T*iu;*riE)). 

Par passage à la cohomologie, 0* = H^{4>) est le morphisme de Probenius 
recherché 

0^ : F^iR'fx./McoUE))) ^ E'fxu/r^icoUE)) 

(3.3.1.12) 

F^{BJ^^) u,t) R'fcME) (u,r) . 

Considérons à présent le point de vue rigide analytique. Notons le 
F-isocristal convergent, élément de F"-Isoc(X/i^), associé par la construc- 
tion de Berthelot [B 3, 2.4] au F-cristal non dégénéré de type fini E. 

Par définition des images directes supérieures en cohomologie rigide [B 5, 
3.2.3, 3.2.3.2, 3.1.12], [C-T, § 10] et [II, 3.2], on a 

(3.3.1.13) Rfuris* {Xu/r, = Rh,K4Ev,K ® ^v,^/tJ 

où h.K = {ha ®v K}a , Er,^ = {(EpJ""}„, 
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Vu les descriptions précédentes, on a donc [B 5, (3.2.3.2)] 
(3.3.1.14) 

et ce Orj^-T^oàvle cohérent (d'après (3.3.1.8)) est muni de la connexion de 
GauB-Manin via la description (3.3.1.13) (cf [B 1, V, 3.6]) : par la fonctorialité 
de la construction de cette connexion est compatible au Frobenius 0^ induit 
par 0* : 

(3.3.1.15) 4>'j^ : F^^R-fung*{Xu/T, E^x^) R'fung*{Xu/T, E^x^). 

Nous allons montrer plus bas que 0^ est un isomorphisme lorsque k est fini : 
puisque la source et le but de 0^ sont des Cr^-inodules cohérents, il suffit 
de montrer cet isomorphisme fibre à fibre aux points fermés de T^- [B-G-R, 
9.4.2, cor 7]. 

Soient 

is s — Spec k{s) ^ S 

un point fermé de S et fs ■ Xg s la fibre de / en s. On note V(s) — 
W{k{s)) (8)iy V et K{s) le corps des fractions de V(s). Le morphisme ig définit 
un foncteur image inverse [B 3, (2.3.6), (2.3.7)] 

i; : F^-lsociS/K) F"-Isoc(Spec(A;(s))/i\:(s)) 

FMsoc^(Spec(A;(s))/X(s)), 
et un morphisme de topos [B 1, III, 2.2.3] 

*s cris ■ (X,/V(s))cns ^ (^/V)cris. 

Le point fermé s est contenu dans un ouvert affine et lisse U — Spec de 
S : on considérera ig comme un morphisme ig : SpecA;(s) ^ U. On note 



f{s) : Tg = spf(v(s)) r 
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le relèvement de TeimûUer de ig [(3.1)]. On obtient alors un diagramme com- 
mutatif à carrés cartésiens 



Spec k{sY 



fu 

[/ = Spec Aq 



r, = Spf(V(.))c^T = Spf(i) ; 

f(s) est un PD-morphisme pour les idéaux 7rV(s) et tt A munis des puissances 
divisées canoniques (car e ^ p — 1). 

Par analogie avec (3.1) notons tk^s) 

tk{s) : Tk{s) = Spm{K{s)y ^Tk = Spm(Âj^) 

le morphisme induit par f(s). 

Comme f{s) définit un morphisme de topos T^zar Tza^, le foncteur f*{s) 
est exact [SGA 4, Tl, IV 3.1.2] ; ainsi le passage à la limite dans lïsomor- 
phisme de changement de base de [B 1, V, (3.5.1)] fournit un isomorphisme 

Comme i* est induit par f*(s) [B 3, (2.3.6) p 72], en passant en rigide ana- 
lytique on en déduit l'isomorphisme 

i*s R'furig* (Xu/T, E^^^) =f^{s) R'furig* (Xu/T, E^JIJ R'fsrig* (XjTs, E^JIJ, 

011, par définition [B 5] et [II, (3.2)], l'on a : 

R'U,^{XJZ,E^I) = Hi,^{XjK{s),E^l)- 
d'oià l'isomorphisme 

(3.3.1.16) r^s) R'furig<Xu/T, E^J^^) ^ Hl,^{X.,/K{s), E^l). 

Supposons dorénavant dans cette première partie que k est parfait. Compte 
tenu de (3.1.1) et de (3.3.1.16) la fibre en s (identifié à rxis)) de 0^ est donc 
un morphisme 
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(3.3.1.17) 



'^Kis)H'ri,{Xs/K{s),E^l) 



Or, on a la généralisation suivante de [E-LS 1, 2.1] : 



Hi^{XjK{s),E^l) 



Proposition (3.3.1.18). Soient X un k-schéma séparé de type fini, Fx 
l'itéré a-ième du Frobenius absolu de X , Fx = 7ix/k ° ^x/k sa factorisation 
(3.3.1.10) 

X — ^ X' X 

et a : K ^ K' = K le relèvement choisi de la puissance q de k (cf[II, 0]). 
Pour E G Isoc\X/ K), on a : 

(i) Pour tout entier i ^ 0, Fx/k induit une injection K-linéaire 

Fx/k ■■ K,,,,(X'/K',n*x/km Ht,,,,(X/K,F^(E)). 

Si de plus X est lisse sur k, la même assertion vaut pour la cohomologie 
rigide sans supports compacts. 

(ii) Supposons de plus k parfait. Alors, sous les hypothèses du (i), le mor- 
phisme F^^j^ précédent est un isomorphisme. 

(iii) Supposons k parfait. Alors, pour tout entier i 0, Fx induit une bi- 
jection a -linéaire 

F* : HU^^^{X/K,E) ^ HU^^^{X/ F*^{E)) 

c'est-à dire un isomorphisme 

a\HU^^XX/K, E)) ^ HU^^XX/K, F*^{E)). 

Si de plus X est lisse sur k, la même assertion vaut pour la cohomologie 
rigide sans supports compacts. 

Démonstration de (3.3.1.18). La preuve suit celle de [E-LS 1, 2.1]. 

Pour (i). On notera H\X/ E) la cohomologie rigide avec ou sans supports 
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compacts. En utilisant la suite exacte longue de localisation en cohomologie 
rigide à supports compacts (resp. la suite spectrale de localisation lorsque X 
est lisse sur k) on se ramène au cas oii X est un sous-schéma de qui ne 
rencontre pas les hyperplans de coordonnées ; comme la cohomologie rigide 
commute aux extensions finies de K on peut supposer que K contient les 
racines ç-ièmes de l'unité. On note Fj> l'endomorphisme cr-linéaire de P = Py 
défini par Fp (ti) — tf pour i e [0, ; on a la factorisation usuelle de Fp 




Spec{V) — ^ Spec{V) 

où le carré est cartésien. En dehors des hyperplans de coordonnées, le mor- 
phisme 

Fk = {F^/v)k : P^ ^ P^^"' 

est un revêtement étale galoisien de groupe ~ (Z/çZ)". Or, si V désigne 
un voisinage strict suffisamment petit du tube de X', alors Fk induit un 
revêtement étale galoisien encore noté Fk : W ^ V àe groupe ii^ ~ 
(Z/gZ)". De plus, on peut supposer que E' — 7r*^^f^{E) provient d'un module 
à connexion Ai sur V : tout F-automorphisme ip de Py induit un automor- 
phisme ip* de F^M Q' et l'endomorphisme F^{J2'^*) Fk*F^M <S> fiy 
se factorise de manière unique par le morphisme de complexes 

: M (g) ^ Fk*F*j^M ® n'y 

pour donner l'application trace 

Tr : Fk*F*kM ®n*y^ M®n*y 

(cf [E-LS 1, 2.1] et [Mi, V, lemma 1.12]). Cette application induit des homo- 
morphismes 

tr : H\W,j]^F*j^M ® QT) H\V,j\,M ® QT) 

et tr : H\x^{W, F^M (8) O*) ^ H^x'ii^^ M^^'). 

Puisque F prolonge Fx/k, l'application 
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Fi/, : H\X'/K'Xx/m) - H\X/K,F*^{E)) 

est induite par le morphisme de complexes F^, et comme Tr o F^ = g" sur 
M ® on en déduit que tr o F^/, = sur H\X' / K\ti\j^^{E)). D'où 
l'assertion du (i). 

Pour (ii). Par définition on a F^ o Tr = F^i^ip*) sur Fk*F^M ® Vly. 
D'autre part, si l'on note ipQ la réduction mod tt d'un F-automorphisme ip 
de Py, alors, pour tout i G |0, n] et Aj G /c, ■?/'o vérifie 

puisque /c est parfait on en déduit que </)o est l'identité de X. Ainsi on voit 
que 

F*x„otr^Y.^d*-'l^ 
sur H\X/K, Fx{E)). On a donc montré que (l/g")tr est un inverse pour 

77'* 

^x/k- 

Pour (iii). Le morphisme du (iii) est le composé 



a*{W{X/K, F)) H\X'/K', 7r*^/,(E)) ^ H\X/K, F*^{E)) 

on le morphisme u est induit par le changement de base Fk (puissance q sur 
k) du carré cartésien 

X' -^X 



9 



9 



Spec k ^ > Spec k 

^k 

Puisque k est parfait, F^ et Tix/k sont des isomorphismes, donc u en est un 
aussi. Ceci achève la preuve de (3.3.1.18). □ 

Remarque (3.3.1.19). Dans la preuve ci-dessus que u est un isomorphisme 
le corps k a été suppose parfait : il est un autre cas oià u est un isomorphisme. 
Supposons que e ^ p — 1, X propre et lisse sur k et E E F°--I soc^ {X / K)piat : 
alors u est un isomorphisme. En effet, d'après [B 3, (2.4.2)] il existe un F- 
cristal non dégénéré M sur X et un entier r ^ tels que F ~ M""'(r) et 
par l'hypothèse faite sur F, M est localement libre de type fini : le fait que 
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u soit un isomorphisme résulte alors du théorème de changement de base en 
cohomologie cristalhne [B 1, V, 3.5.7] et de l'isomorphisme 

HU,{X/K, E) ^ K„^iX/V, M) 0v K{r) 
( resp. de son analogue sur X') puisque X est propre et lisse sur k. 

Revenons à la preuve de (3.3.1) : d'après (3.3.1.18) la dernière flèche ho- 
rizontale du diagramme (3.3.1.17) est un isomorphisme; par conséquent on 
a prouvé que 0^ est un isomorphisme. 

Montrons à présent que ces constructions se recollent pour U variable. Si 
Ui et U2 sont deux ouverts de S et 

il : C/3 = C/i n C/2 C/i, J2 : C/3 C/2 

désignent les immersions ouvertes, le morphisme étale ji se relève de manière 
unique en un morphisme étale j" : T^^n îi,n oii Tj^^ correspond aux T„ 
précédents [EGA IV, (18.1.2)] : par passage à la hmite on obtient un mor- 
phisme = limj" : 7^ = limTs^ — > 7^ = limTi ,j s'insérant dans un 

n n n 

diagramme commutatif 



{Xu3/%)c 



{jix)c 



cris 



Jix 




D'oii, par passage à la limite dans l'isomorphisme de changement de base 
en cohomologie cristalline, un isomorphisme 



En passant en rigide analytique, et par unicité du relèvement j^, les 
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se recollent pour U variable et définissent donc un F-isocristal convergent 
sur (S/K) grâce au corollaire (1.2.3) et [B 3, (2.2.11) et 2.3] : on note celui-ci 

R'fcon.4E'^-)eF'^-lsoc{S/K), 

et si i?*/cris* (-E-) était localement libre ce serait le F-isocristal convergent 
associé, grâce à (3.3.1.14. Pour notre S G F"-Isoc(X/i^')piat initial, donné 
par £ ~ E"-"'{r), on pose donc 

-RVconv* (^) = -RVconv* (-E"") (r) , 

et sa formation commute aux changements de base 5" — > 5* puisqu'il en est 
ainsi pour i?*/x[//r*(<^r(-E')). Ceci achève la preuve de (3.3.1) dans le cas 
propre et lisse. 

Deuxième partie de la démonstration : cas où f est relevahle en h. 

Dans le cas oii / est relevable en /i : A" — > 5 propre et fisse de (3.3.1.1) il 
n'est plus nécessaire de supposer E localement libre, E sans p-torsion suffit. 
La flèche R- fumg*{Xu /T; ((^rxl^)))!^) morphisme 

Rfur.AXu/r-,{F*x^u*r{E)r){r) - i?7t/rig*(Xc;/T; (cf (E))-)(r); 
par composition avec le morphisme de changement de base [B 5, (3.1.11.3)] 

F^^Rfuri^^{XulT,{u*r{E)r){r) R'furiAXu/r;{uj*r{E)r)ir) 

on obtient le morphisme de Frobenius (qu'on prouve être un isomorphisme 
comme en (3.3.1.17)) 

(3.3.1.20) <f>), : F.f^i?7t/rig* (Xu/T, S^Xu) ^ R^fun^* {Xu/T, S^Xu) 

valable pour S G F"'-lsoc{X / K) et / relevable en h propre et fisse. 

On conclut alors à la manière de [II, (3.4.8.2)] via [II, (3.4.4)]. □ 

Remcirque (3.3.1.21). Nous avons prouvé ci-dessus que R'furïg' {Xu/T-, E'^Xu) 
est un -module cohérent, qu'il est muni d'une connexion intégrable (de 
GauBManin) et d'un morphisme de Frobenius sous la seule hypothèse que 
le corps k est de caractéristique p>Oete^p— 1: c'est seulement pour 
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prouver que le Probenius est un isomorphisme que nous avons été amenés à 
supposer que le corps k est parfait. 

Le théorème suivant précise (3.3.1) en l'étendant : 

Théorème (3.3.2). Supposons k parfait. Soient S un k-schéma lisse et f : 
X ^ S un k-morphisme projectif et lisse satisfaisant aux hypothèses de [II, 
(34.8.2)] ou [II, (3.4.8.6)] ou [II, (3.4.9)]. Alors, pour tout entier i ^ 0, f 
induit un foncteur 

R'fconv* : F«-Isoc(X/X) ^ F--Isoc(S/K) 

qui commute à tout changement de base S' ^ S entre k-schémas lisses. 

Démonstration. Compte tenu de [II, (3.4.8.2), (3.4.8.6) et (3.4.9)] il s'agit 
de vérifier que le Frobenius (qui est défini par fonctorialité [L.S, 8]) est un 
isomorphisme. D'après [B-G-R, (9.4.2/7)] il suffit de vérifier l'isomorphisme 
sur les points fermés de S et le résultat provient alors de [(3.3.1.18)]. □ 

3.4. Fibres des F-isocristaux convergents 

Sous les hypothèses du théorème (3.3.1) avec / propre et lisse, soient 

is '■ s — Spec k{s) ^ S 

un point fermé de S et fg : Xg ^ s la fibre de / en s. Pour £ e F"-Isoc(X/ -fr)piat 
on pose 

(3.4.1) R'fcon.*{£)s := t*s iï7conv*(^)). 

Comme est induit par f*(s) [B 3, (2.3.6) p 72], on a démontré en (3.3.1.15) 
l'isomorphisme 

(3.4.2) t* B}f,,^A£))^R'fs conv*(^|xJ = Hl,^{Xg/K{s)-£\x,). 

Compte tenu de [II, (3.4.7) et (3.4.8.2)] on a prouvé : 

Proposition (3.4.3). Sous les hypothèses du théorème (3.3.1), avec f propre 
et lisse (resp. sous les hypothèses du théorème (3.3.2)), et pour £ G F^-Isoc{X/K)piat 
(resp. £ G F"--Isoc{X/K)) et tout point fermé s de S, la fibre en s de 
R^fconv*{^) est un K{s)-espace vectoriel de dimension finie donné par 

R'fcony*i£)s ^ HI,^{X,/K{S)-£\X^. 
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Comme corollaire du théorème (3.3.1), on retrouve un cas particulier d'un 
théorème de Ogus sur la finitude de la cohomologie convergente [O 3, 0.7.9] : 

Corollaire (3.4.4). Supposons k parfait et e ^ p—1. Soient X un k-schéma 
propre et lisse, et £ & F^-Isoc{X/ K)piat- Alors, pour tout entier i 0, 
les groupes de cohomologie convergente Hlg^^{X/K;£) sont des K -espaces 
vectoriels de dimension finie. 

Démonstration. Il suffit d'apphquer (3.3.1) avec S — Spec k et [B 5, (3.2.3)]. 
□ 



3.5. Cas fini étale 

Dans le cas fini étale on n'a pas lieu de supposer k parfait ni e ^ — 1 
et de se restreindre, comme dans le théorème (3.3.1), au cas des F-cristaux 
localement libres : 

Théorème (3.5.1). Soient S un k-schéma lisse et f : X ^ S un k- 

morphisme fini étale. Alors 

(3.5.1.1) Pour tout entier i 0, on a des Joncteurs 

(i) iî7co„v : hoc{X/K) ^ lsoc(S/K), 

(ii) iîVconv* : FMsoc(X/;r) ^ F--lsoc{S/K), 

(iii) Pour £ G Isoc{X/ K) et i ^ 1 on a 

R^fconv*{£) = 0. 

(3.5.1.2) Supposons de plus f galoisien de groupe G. Pour S G Isoc{X / K) 
on a des isomorphismes canoniques 

(i) £:^(/conv* n£)f, 

(iii) Si S Çl F"--Isoc{S/ k), ces isomorphismes sont compatibles aux Fro- 
benius. 

Démonstration. 

Pour (3.5.1.1). Le (i) est là pour mémoire, car prouvé en [II, 3.4.8]. On a vu 
dans la démonstration de [loc. cit.] que la définition de R^fconv*{£) est locale 
sur S : on peut donc supposer S = Spec Aq affine et lisse sur k. 
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Posons <S = Spf Â où A est une V- algèbre lisse relevant Aq, et relevons 
f : X ^ S en un morphisme fini étale de V-schémas formels h : X ^ S [EGA 
IV, (18.3.2) ou (18.3.4)], et soit F5 : 5 — > 5 un relèvement du Frobenius de 
S. Puisque / est étale, dans la décomposition classique du Frobenius Fx de 
X 




le morphisme Fx/s est un isomorphisme et se relève de manière unique en 
un isomorphisme Fx/s s'insérant dans le diagramme commutatif à carré 
cartésien 




On pose Fx ^-ïïx/s° Fx/s- 

Pour £ e Isoc(X/iir), soit £x une réalisation de £ sur ; par définition 
on a 

R'honAXlS;£)^W{mK*{£x®^'x^/s,)) 



— R'hK''{£x): 

car X est étale sur S. D'oià le (iii) par le théorème B de Kiehl car h est affine. 

Soit £ G F"-lsoc(X/if) et : F*x{£x)^£x le Frobenius. 
D'après [111, (1.2.3)] il suffit de construire un isomorphisme 0* (de Frobe- 
nius) sur -R*/conv*(^), compatible aux connexions. Comme Fs est plat, le 
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morphisme de changement de base 

est un isomorphisme [II, (3.4.4)] ; par composition avec les isomorphismes 

(puisque Fx/s est un isomorphisme) 
et 

RhK^.{cl>) : RhK*{F*x,{8x)) ^ R'hK*{8x), 
on obtient le Frobenius 0* cherché 

0^ : F*s^R'f^^AX/S,£) ~ R'f^^AX/S,E). 

En reprenant la preuve de [II, (3.4.4)] on vérifie que 0* est compatible 
aux connexions d'oià le (ii). 

Pour (3.5.1.2). Soit £$ une réalisation de 8 sur Sk- Par définition on a 

honAX/S,n£)) = hK^{h*K{£s)). 

Comme hx est fini étale galoisien de groupe G [II, (2.3.1)], la fièche canonique 

est un isomorphisme, d'où (i). 

L 'isomorphisme du (ii) est alors une conséquence classique du (i) [Et 2, 
m, 3.1.1]. 

La fonctorialité des constructions précédentes prouve le (iii). □ 
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IV. Images directes de 
F-isocristaux surconvergents 



1. Frobenius 

1.1. On fixe dans ce paragraphe 1 un entier a G N* ; on pose g = p". Pour 
tout /c-schéma S on notera Fs le Frobenius de S induit par la puissance q 
sur le faisceau Os- 

On fixe un relèvement cr : V V de la puissance q sur /c à la manière de 
[Et 5, I, 1.1]. 

Si S est lisse sur et e ^ p — 1, on notera F"-Isoc^(S'/i^)piat la sous- 
catégorie pleine de F"-Isoc^(5'/i^) formé des objets dont l'image par le fonc- 
teur d'oubli 

F"-Isoc^(,S/X) — > F^'-lsociS/K) 
est dans FMsoc(,5/ir)piat, cf [III, 3.1]. 

1.2. Soit S un A;-schcma affine et fisse. En utilisant les notations du [I, 
théo (3.4) (3)] il existe une V-algèbre lisse A telle que Spec A relève S et un 
V-morphisme fini ip relevant le Frobenius Fs, s'insérant dans un diagramme 
commutatif à carrés cartésiens 



Spec Bt > Spec B Z' 



(1-2.1) ^j, v V 

Spec At ^ Spec A ^ "'^ > Z 

oVl les j sont des immersions ouvertes, est fini,'0r est fini et plat, et Z est 
un V-schéma propre, normal. 
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Soit À le séparé complété m-adique de A : c'est aussi le séparé complété 
de At, et on a un isomorphisme [I, théo (3.4) (2) (i)] 

Bt ^At i ^ 5 =i i 
tel que dans le diagramme commutatif à carrés cartésiens 



PB 



(1.2.2) 




Spec Ât = SpecÂ Spec A ^—^ Z 



if est un relèvement de Fg- 

Le morphisme diagonal Spec À — > Spec Â Xy Spec À est une immersion 
fermée, donc Spec A est isomorphe à son image schématique A par ce mor- 
phisme. Considérons l'image schématique de A par le morphisme composé 



Spec À Xy Spec À Spec A Xy Spec B = — > Z Xy ; 

notons A (resp. Z") l'image schématique de Â (resp. de A) par pA x ps 
(resp. par jz x jz')- L'immersion ouverte j induit une immersion ouverte 
j'^ -.A^Z" [EGA I, (5.4.4)]. 

Montrons que p(Â) = A. Quitte à décomposer la V-algèbre lisse (donc 
normale) A en somme de ses composantes connexes, on peut supposer A 
intègre, donc intégralement clos : ainsi A est intégralement clos [I, prop (1.6) 

(4) (iv)]. Soit / l'idéal de Â(g)yÂ définissant Â = Spec{Â<^yÂ/I) : comme Â 
est intègre, / est un idéal premier. L'image de A par p est donc l'ensemble des 
idéaux premiers de y4®yi? contenant p{I) : c'est donc Spec{A^y B / p~^{I)) 
où p : A (8)y B A (8)y A induit p ; comme c'est déjà un sous-schéma fermé 
de Spec A Xy Spec B, il est égal à A. 

En remarquant que Pn — P mod m'^"'"^ est l'identité, p„ induit un isomor- 
phisme 

{Spec Â mod m"+^) ^(Â mod m"+^) ^(A mod m"+^). 

Pn 
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Notons alors S, Z, Z', Z" les schémas formels associés respectivement à 
Spec A, Z, Z', Z". Ce qui précède fournit un diagramme commutatif à carré 
cartésien 



Z 



(1.2.3) 




où Z est propre sur V et normal, [1, théo (3.4) (3) (ii)], ip est fini; Fs est 
un relèvement fini et plat du Probenius Fs ; jz,jz',jz" sont des immersions 
ouvertes induites respectivement par jz,jz',jz" ; i est l'immersion fermée in- 
duite par l'immersion fermée Z" "-^ Z Z'; vz,vz' sont des morphismes 
propres par composition de morphismes propres. 



Avec les notations de [11, (2.3.1) (2)] soit Vx — Spm : il existe Aq > 1 
tel que, pour 1 < A ^ Aq, Vx est hsse sur K ; notons — F~/(V3^) et 



vzliw;:). 



Puisque (Va) A décrit un système fondamental de voisinages stricts de Sx 
dans Zk, alors {W'^)\ décrit un système fondamental de voisinages stricts 
de Sk dans Z'j^ [II, prop (2.1.2)]. Comme vz' est étale au voisinage de «S, il 
existe Ai > 1 tel que pour tout A. 1 < A ^ Ai ^ Aq, on ait un isomorphisme 
^'x induit par Vz' [B 3, (1.3.5)]. De même Vz qui est étale au voisinage 
de S, induit un isomorphisme entre un système fondamental de voisinages 
stricts de Sk dans Z'^ et un système fondamental de voisinages stricts de 
Sk dans Zk '■ par composition il existe /x, 1 < ^ A ^ Ai, et un morphisme 
fini Fxn rendant cartésien le carré 



Sk' 



(1.2.4) 



- Xfj. 



^>k' -Vx 



où les flèches horizontales sont des immersions ouvertes et Va est hsse sur K. 
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2. Cas relevable 

Théorème (2.1). Soient S un k-schéma lisse et séparé et f : X S un 
k-morphisme propre et lisse. On suppose qu'il existe un carré cartésien de V- 
schémas formels 



(2.1.1) 



de réduction mod m égale à 



(2.1.2) 




où S est propre sur V, h est propre, h est propre et lisse et les j sont des 
immersions ouvertes. 

Soit E G F^-Isoc\X/K) et Ê ^ S son image dans F''-Isoc{X/K). Alors, 
pour tout entier i ^ 

(1) Ei := R'Ug*{X/S,E) G F''-lsoc\S / K) 

(2) Soient Êi = j^{Ei),£i = R'Un^{X/S,£) et (f)E, : F*s E^ ^ E^, 

: Fg Si ^ Si les isomorphismes de Frobenius. Le diagramme com- 
mutatif d 'isomorphismes ci-dessous définit (j)^, et permet les identifica- 
tions canoniques 



F*s R'UAX/S, E)^:^fl R'UAX/S, E) 



F*s R'UA^/s, E) e R^U,.{X/S, E) 



Fs R^Icowi*{X/S,S) 



R^fconv* {X/ s, S). 
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Démonstration. L'image inverse F* Ei par Probenius s'obtient [B 3, (2.3.7)] 
en appliquant le foncteur de changement de base 

a* : lsoc\S/K) — > lsoc\S^'i^ / K) 

puis le foncteur image inverse par le Probenius Fg/k '■ S — > 

Comme a est fixe on notera F* E = Fg E. Il nous reste donc à définir l'iso- 
morphisme de Probenius 0e . de Ej,. 

Quitte à décomposer S en somme de ses composantes connexes il suffit 
de définir sur chacune de ces composantes connexes. Soit Sa un ouvert 
affine d'une composante connexe 5*0 de S" : comme le foncteur 

F^-Isoc^Sq/ K) — > F^-lsoc^SjK) 

est pleinement fidèle [Et 5, théo 4], il suffit de définir sur Sa- 

Soit js^ : Sa = Spec Aq ^ S l'immersion ouverte et A une V-algèbre lisse 
relevant Aq. D'après (1.2.3) on a un diagramme commutatif de V-schémas 
formels de type fini, à carré cartésien 




oià Sa — SpfÀ, Sa est propre sur V, v-^' et Vc sont propres, Fa est un 
relèvement fini et plat du Probenius Fs^ de Sa, Fa est fini et les j sont 
des immersions ouvertes. Notons j^^ : Ta := Sa Xy <S — ^ T'a '■= Sa Xy 5 
l'immersion ouverte et ûa '■ Ta — ^ Sa,Va '■ Ta — > S les projections; soient 
Ta (resp. Ta) la réduction de Ta (resp. Ta) mod m et Sa l'image schématique 
de Sa plongé diagonalement dans Ta : 
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3 Sa immersion ouverte et les i des immersions fermées. On a alors un 

diagramme commutatif à carrés verticaux cartésiens 



(2.1.4) 




Ainsi on a une suite d'isomorphismes 



fs^ R'U^.{X/S,E)^WU^,{XjS,r^^E) [II, théo(3.4.4)] 
(2.1.5) ~ vl^B}U^,{XjS,j*^^E) [B 3, (2.3.6), (2.3.2) (iv)] 

^R'fa.iAXj%,f^^E) [II, théo (3.4.4)]. 
On est donc ramené à construire un isomorphisme de Frobenius sur 

R'Uis*iXj%,j*XaE) e lsoc\SjK). 
A partir du carré commutatif 
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3^1 



T' 



Ta — X V «5 



déduit de (2.1.3), et du carré cartésien 







ha 



ha 







OÙ les flèches j sont des immersions ouvertes, on forme les diagrammes com- 
mutatifs à carrés cartésiens 



(2.1.6) 

Xa Y^^ y^^ > y a 




{où ia et ira sont des immersions fermées), et 
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Xa' X« X 



(2.1.7) 




D'après [II, théo (3.4.4)] on a un isomorphisme 
(2.1.8) F^R^f^ ,,,^{Xj%,f^^E)^R^fi%{xL'^'-^/T',, vr^^ f^^E). 

Notons tjTj' := x 1 c- : = S'^ Xy S Ta = Sa Xy S et v^' : = 

v-gi X 1;^ : T^^ = 5„ Xy (S — >• = Xv 5; de (2.1.3) on déduit un dia- 
gramme commutatif 




On a un diagramme commutatif dont les carrés verticaux sont cartésiens, 
de même que le carré horizontal (j} en bas à droite 
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(2.1.9) 




D'après [II, (3.4.4)1, induit un isomorphisme 

(2.1.10) R^fi% (Xi"/^" V^L, JhE)^R'fL% ^x. JxE) : 

en effet on peut appliquer [loc.cit.] car le morphisme propre étant étale 
au voisinage de Sa, il induit [B 3, (1.3.5)] un isomorphisme entre un voisinage 

strict de ] «S'a [77=" dans T" et un voisinage strict de ] -S'a [77=' dans T'oiK- 

Il II 
Notons T ^ la réduction de T ^ mod m, vr^^ la réduction de v^^ mod m et S"^ 

l'adhérence schématique de dans T"q, ; on a un diagramme commutatif où 

les carrés et (2) sont cartésiens 



(2.1.11) 




oii les j (resp. les i) sont des immersions ouvertes (resp. fermées). Posons 
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Soit : X;" ^ ~S'^ l'image inverse de j'^ : X^' ^ par i' : ~S'^ On 
a un diagramme commutatif 



•X. 



JOL 



(2.1.12) 



JS'i 



fin 



■y a 

T" 



T" 

a 



OÙ les j (resp. les i) sont des immersions ouvertes (resp. fermées). Comme 
est étale au voisinage de Sa et que Va est propre on déduit de [B 3, théo 
(1.3.5)] que f^^^ induit un isomorphisme entre un voisinage strict de 

dans ]S'^'[y" et un voisinage strict de ]>S'q,[:5=^ dans ]5'û,[7=^. Par suite [II, théo 
(3.4.4)] Vq= induit un isomorphisme 



(2.1.13) {X^^"-'/T\, TTi^ 3x.E)^R'fZi^* (^^'^/^^ V^a, 7r^„ Jx^E). 

Par composition des isomorphismes (2.1.8), (2.1.10) et (2.1.13) on obtient 
un isomorphisme induit par ttx^ : Xa^^"^ — > 



(2.1.14) 



F^' R^farig*{Xa/'Ia;jx^E). 

^ otK 



Si l'on prend l'image inverse de cet isomorphisme par jr' '• ^ ~^ ^ 

OL 

on voit aisément en suivant les diagrammes précédents que l'on obtient l'iso- 
morphisme en cohomologie convergente, induit par 7rx„ : 

(2.1.15) F|„iî7a conv.(Xjr„,jl^£) ^ Rf^\,^AX^'"'')/'Fa,7^\^ fxj) 

OÙ l'on a, comme pour (2.1.5), un isomorphisme 

(2.1.16) jg^R''fconv*{X/S,S) R'fa conv* {X a /Ta-, 3*Xc^)- 
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Si Fg^ désigne le Frobenius (puissance q) de Sa, on notera Xa^^""^ le 
produit fibré défini par le diagramme à carré cartésien 




7(q) 



fc 



Sa 



Le calcul de i^Vo rig*(^^''^'^"V'^aî ^x,, Jx^^) étant indépendant de la com- 
pactification de X(«/^") choisie [B 5, (3.1.11), (3.1.12), (3.2.3)], nous choisi- 
rons dorénavant xi^^^"^ [C-T, § 10] comme compactification de X^'^/*") au 
lieu de X'^'. Considérons le diagramme commutatif 



'■Sa J" 



Fx^/Sa définit par fonctorialité [B 5, (3.1.11) (ii), (3.1.12) (i)] ou [C-T, 
(10.5.2)1 un morphisme 



(2.1.17) 

FL/s. ■■ R'fi'liAX^'^'-y'ra;^*^^ r^E)^R^fa riAXa/Ta;F*^^^,y^j*^^E) 

R^fa rig'^Xa/T a, ix^FxE) ^ R' fa rïg'{Xa/Ta] fx^F)- 

Par image inverse par : Ta Ta il fournit le morphisme en cohomo- 
logie convergente, induit par Fx^/Sa 
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(2.1.18) Fi^/^^ : iîV^'Lv* (X(^/^")/r„, TT^^ r^J) ^ iîVa conv. (X«/T«, J^^ 

Enfin, l'isomorphisme de Probenius de E, (f)E : F^^E, fournit par fonc- 
torialité un isomorphisme 

(2.1.19) i?7a riAXa/r^,3x^F*xE) ^ Rf^ rig* (X„/T«, J^^£) , 

dont l'image inverse par j^^ '■ — > est l'isomorphisme induit en coho- 
mologie convergente par (f)£ : £ ^ £, 

(2.1.20) R^fa cony* (Xa/Ta, jx^Fx£) — > -R*/a conv* {Xa/Ta, jx^£) . 

En composant les morphismes (2.1.14), (2.1.17) et (2.1.19) [resp. (2.1.15), 
(2.1.18) et (2.1.20)] on obtient le morphisme de Frobenius souhaité 

(2.1.21) <f>E^^ : FlR^f^ ,ig.(Xjr„, j^^F) ^ ng*(^a/r„, fx^E) 
[resp. 

(2.1.22) (pe^, : Fg^W/a conv'iXa/TaJxa,^) ~^ fa conv* {Xa/Ta, jx^£) 

qui est l'image inverse de (pE^. par jq=J- 

D'après le [III, théo (3.3.1)] est un isomorphisme : nous allons en 
déduire que est un isomorphisme, ce qui achèvera la preuve du théorème. 

On a un diagramme commutatif 



(2.1.23) 




oia jg^ (resp. u'^) est la réduction mod m de j^^ : Sa ^ Sa (resp. de 
Tî^ : Ta Sa) : les j (resp. les i) sont des immersions ouvertes (resp. fermées). 
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De même le triangle commutatif 




011 A est le morphisme diagonal et Ua la projection {ua est lisse), fournit un 
triangle commutatif 



(2.1.24) 

OÙ i et i' sont des immersions fermées. 

D'après [B 3, (2.3.1)] le foncteur m*^ induit une auto-équivalence de la 
catégorie F'^-lsoc{Sa/ K) : en composant un foncteur quasi- inverse canonique 
à u*j^ (cf. [B 5, (3.1.10)]) avec l'équivalence de catégories du [III, cor (1.2.3)] 
on constate que la donnée de l'isomorphisme (ps^, correspond à la donnée 
d'un isomorphisme 

(j)M : M 

de Â^-modules projectifs de type fini commutant aux connexions. 

De même, d'après [B 3, (2.3.5)] le morphisme propre v de (2.1.23) induit 
r auto-équivalence v* — û*^ de Isoc^ {Sa/ K) : en composant un foncteur quasi- 
inverse à V* avec l'équivalence de catégories de [B 3, (2 ;5 ;2) (ii)], on constate 
que la donnée du morphisme 4>Ea^ correspond à la donnée d'un morphisme 

(l)M - M" — > M 

de 74j^-modules projectifs de type fini commutant aux connexions. 

Ce qui précède peut être formalisé par un diagramme commutatif de fonc- 
teurs entre catégories 
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(2.1.25) 



Connt(Ay 



Conn^(i;^) 



r(5o 



■Isoc^ {S JK) 



■Isoc^'iSjK) 



r(5c 



■Isoc{SjK) 



■IsociSjK) 



où les flèches verticales sont les foncteurs d'oubli et les flèches horizontales 
des équivalences de catégories : pour les notations et résultats cf. [III, (1.1) 
et prop. (1.2.1)]. Ainsi on a un carré commutatif 



Ç{(t>M):Q{MY ^g{M) 

<j)M : M''— , 

donc Ç{(I)m) est un isomorphisme : par fidèle platitude de sur on en 
déduit que 0m est un isomorphisme. Par suite (pEa- est un isomorphisme. □ 
Remarque (2.2). 

(i) En fait on a prouvé, plus précisément, que le morphisme (2.1.17) in- 
duit par Fx^/Sa est un isomorphisme. 

(ii) Pour construire le morphisme de Frobenius (pEi nous n'avons pas sup- 
posé l'existence d'un relèvement à 5 du Frobenius de S, contrairement 
à [C-T, 12.2]. 



3. Cas propre et lisse 

Théorème (3.1). Soient S un k-schéma lisse et séparé et f : X ^ S un 
k-morphisme projectif et lisse satisfaisant aux propriétés de [II, (3.4-8.2)] ou 
[II, (3.4.8.6)] ou [II, (3.4.9)]. Alors 

(3.1.1) Pour tout entier i ^ 0, on a un diagramme commutatif de foncteurs 
naturels induits par f et définis en [II, (3.4.8.5)] 

F^-Isoc^X/K) > F^-Isoc\SlK) 

F^-Isoc{X/K) > F^-Isoc{S/K) 

où les flèches verticales sont les foncteurs d 'oubli. 
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(3.1.2) Le fondeur R^frig* précédent est compatible aux changements de base 
entre k-schémas lisses et séparés (en particulier il commute aux passages aux 
fibres en les points fermés de S), c'est-à-dire : pour tout carré cartésien 




où S' est un k-schéma lisse et séparé et E E F"--Isoé{X/ K) on a un iso- 
morphisme de changement de base 

g*R'friAE)^R'ÂA9'*m 

compatible aux connexions et aux Frobenius. 
Démonstration. 

Pour (3.1.1). Vu la définition locale sur S de Rf,-,^* [ci [II, (3.4.8.5)]) on 
peut supposer S affine lisse et connexe et se ramener au cas de [II, (3.4.8.2)] : 
alors / est relevable comme dans le théorème (2.1) ci-dessus qu'il suffit d'ap- 
pliquer, d'oii la conclusion. 

Pour (3.1.2). Soient V — Spec Aq^S un ouvert affine de 5 et F = 
Spec Bq^S' un ouvert affine de V = S' Xs V ; on note ^yy : Y ^ V, 

le morphisme induit par g. Soient A = V[ti, t„]/(/i, .../r) une V-algèbre 
lisse relevant Aq, U = Spec A et U la. fermeture projective de U dans Py, 
S et S leurs complétés formels respectifs, j-^ l'immersion ouverte S ^ S, 
et posons Xy — XxsV,etV — U mod.Tr. Si V (resp. Y) parcourt un 
recouvrement ouvert affine de S (resp. de V') alors Y parcourt un recouvre- 
ment ouvert affine de S'; or la donnée de R^fng*{E) (resp. de g*R^ fy.i^*{E)) 
équivaut à la donnée des jyR' fng*{E) (resp. des jyg* R fïig*{E)).i donc la 
donnée de g*K'fng*{E) équivaut à celle des 



fv R'UAE) = R'friAXv/S,Ex,). 

Puisque ip :— ipvY est de type fini on peut choisir une présentation Bq — 
Aq[xi, Xd]/{gi, gs) de Bq sur Aq : notons y (resp. y) le complété formel 
de (resp. de P^), Y l'adhérence schématique de Y dans P^, t/; -.Y le 
morphisme canonique et jy : y y, jy '■ Y ^ Y les immersions ouvertes ; 
9 : y S, 9 : y S désignerons les projections canoniques. D'oii un 
diagramme commutatif 
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Ainsi [B 3, (2.3.2) (iv)] 

rR'friA^v/S, Exy) = Tr'U^Xv/S, Exy) 
et j^TRU^Xv/S.Exy) 

= e*R'fcony*{Xv/S,Èxy) [II, (3.4.4)] 

= rR'foony*{Xv/S,Êxy) = r (R' fcony* (Ê) w) 

= (5*(^7conv*(^))|. 

011 E est l'isocristal convergent associé à E. 
De même on a 

jyjY R'r.,A9'*m Rr,,^Ax'y/y,9'\È)x',) 



^{R'fLnA9'*iÊm 



Or le théorème [III, (3.2.1)] fournit un isomorphisme de changement de 



base 



^7*iî7co„v*(i) ^i?7conv.(^?'*(^)) ; 

donc par le théorème de pleine fidélité pour les F-isocristaux de Kedlaya 
[Ked 2, theo 1.1] on en déduit un isomorphisme 
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g*R'U,*{E)^R'f^,^.g'*{E) 
compatible aux connexions et aux Probenius. □ 

n 

Théorème (3.2). Soient S ^ JJ Sa un k-schéma lisse et séparé, décomposé 

a=l 

en la somme de ses composantes connexes, et f : X ^ S un k-morphisme 
propre et lisse vérifiant la propriété V suivante : 

^ ( Il existe un ouvert dense U C X quasi-proj ecti f sur S tel que 
\ pour tout a G [[1,^]] on ait Sa\f{X\U) ^ 0. 

Alors 

(3.2.1) La propriété (V) équivaut à dire que f est génériquement pro- 
jective, i.e. qu'il existe un ouvert dense V G S tel que l'application 
fv : Xy = ^Xs^ ~^ ^ induite par f soit projective et lisse. 

(3.2.2) Supposons k parfait, e ^ p — 1 et que le fv de (3.2.1) satisfait aux 
hypothèses de [II, (3.4.8.2)] ou [11,(3.4.8.6)] ou [II, (3.4.9)]. Si E e 
F"-Isoc^(X/ii')piat a pour image £ G F"--Isoc(X/ K) , alors : 

(i) £^ = RfconA^) e F--\soc{S/K), 

(ii) // existe G F°--Isoc\S/ K), unique à isomorphisme près, tel que 

soit l'image de E^ par le foncteur d'oubli 

F^'-lsoc^S/K) — > F"-Isoc(,5/X) 
E'\ — >'B^ E\ 

Démonstration. 

Prouvons (3.2.1). Si / est génériquement projective et lisse on prouve facile- 
ment qu'elle vérifie {V). 

Réciproquement supposons que / vérifie {V). 

Par le lemme de Chow précis de Gruson-Raynaud [R-G, I, cor 5.7.14] il 
existe un éclatement [/-admissible g : X' ^ X, avec X' quasi-proj ectif sur 
S : en particulier g induit un isomorphisme 

gu-.U' = g-\U) . 

De plus, comme f et g sont propres, le morphisme composé fog : X' ^ X est 
projectif [EGA II, (5.5.3) (ii)]. L'image du fermé Z := X\U par le morphisme 



148 



J.-Y. ETESSE 



propre / est un fermé f{Z) de S et l'ouvert V = S\f{Z) = ]J(5«\/(X-[/)) 

a 

est non vide par hypothèse : comme connexe et intègre, l'ouvert non 

vide Va := Sa\f{X\U) de Sa est dense, donc l'immersion ouverte j : V ^ S 
est dominante. D'autre part l'ouvert Xy — X XgV de X ne rencontre pas 
f~^{f{Z)), donc Xy est un ouvert de U : par suite l'isomorphisme gu induit 
un isomorphisme 

gv:Xij = g-\Xv)^Xv. 

Notons fv '■ Xv — > K la restriction de / ; le morphisme composé /y o gv-, 
restriction du morphisme projectif f o g, est lui aussi projectif : ainsi fv est 
projectif, d'oii (3.2.1). 

Prouvons le (3.2.2). Le (i) est mis pour mémoire, car prouvé en [III, (3.3.1)]. 
Pour le (ii) considérons le carré cartésien 




on a un isomorphisme de changement de base en cohomologie convergente 
[III, (3.3.1)] 



(3.2.2.1) rR'fconA^)^R'fv.onAj'*{^)) =■ ^V, 

OÙ E désigne l'image de E par le foncteur d'oubh F"-Isoc^ (X/ K) — > F"-Isoc(X/ K) , 

Pour la suite de la démonstration on peut supposer S connexe, intègre : quitte 
à restreindre V on peut supposer V affine, lisse et connexe, V = Spec Aq. 
On utilise alors les notations introduites dans la démonstration du théorème 
(3.1) : jg^ : (S = Spf A ^ S. De plus fv se relève en un morphisme projectif 
et lisse h : X ^ S s'insérant dans un carré cartésien de V-schémas formels 




où h est projectif [I, théo (3;3)]. En notant E'v = R' fvrig*{Xv/S, j'*{E)), le 
théorème (3.1) prouve que Ey e F'^-lsoc\V/K). On peut appliquer le [II, 
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(3.4.4)] qui fournit un isomorphisme 
(3.2.2.2) 

compatible aux Frobenius. Par le théorème 2 de [Et 5], les isomorphismes 
(3.2.2.1) et (3.2.2.2) assurent l'existence de E' e F''-lsoc\S / K) tel que 

£'^3 et E'y^j*(E'). 

L'unicité de E^ à isomorphisme près provient de la pleine fidélité du foncteur 
d'oubli F''-lsoc\S/K) F«-Isoc(5//s:) étabh par Kedlaya [Ked 2, theo 1.1]. 
D'où le théorème. □ 



4. Cas fini étale 

Théorème (4.1). Soient S un k-schéma lisse et séparé et f : X ^ S un 
k-morphisme fini étale. Alors, pour tout entier i ^ 0, f induit des Joncteurs 
canoniques 

i?7ng* : Isoc\X/K) — > Isoc\S/K) 



R'frig* : F"-Isoc'^(X/X) — > F"-Isoc^(,S/X) 

et B}fng*{E) = pour tout i ^ 1. 

Démonstration. Soient 5*0 = Spec Aq ^ S vm ouvert affine et Ai, A2 deux 
V-algèbres lisses relevant Aq. On pose 5*1 = Spec Ai, S2 = Spec A2 ; par la 
méthode du [I, théo (3.1)] on a des compactifications := Pi, S2 '■= P2 de 
et 5*2 et on note 5*0 l'adhérence schématique de 5*0 plongé diagonalement 
dans 5*1 Xy 5*2. En désignant par /o la restriction f k Xq — f'^lSg) et 
par Si, S2, Si, S2 les complétés formels de Si, S2, Si, S 2 respectivement, le 
théorème (3.1) du I fournit des carrés cartésiens, i = 1,2, 



Xi 



Xi 



S,: 



■Si 



011 hi est fini, hi est fini étale et rélève /o ; d'oii deux cubes commutatifs 
(z = l,2) 
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Xi 




xv 



h\xh2 




Xi Xy X2 



Y 

S, 



"5; 



(Si Xy <S2 



Par le théorème [II, (3.4.1)] on sait que pour E G Isoc^(X/_ft') et Eq sa res- 
triction à Xo, alors i?*/orig* (-^o/»5i, £"0) et i?*/orig*(-'^o/'S2, -Eo) sont éléments 
de \^oq}{Sç,IK) : de plus ils sont nuls pour i ^ 1 car h\ et /i2 sont finis. De 
plus le théorème [II, (3.4.4)] fournit des isomorphismes de changement de 
base 

■Wj, : forig*{Xo/Si, Eq) >/orig*(^o/»Sl Xy S2, U^^Eq)] 

d'où un isomorphisme 

/orig* {^0/ Si,Eq) — ^/orig* {^o/ ^2, Eq) , 

et cet isomorphisme vérifie la condition de cocycles pour trois rélèvements 
-S"!, ^"2, S3 de So- 

Par suite / induit un foncteur 

/rig* : Isoc\X/K) — > Isoc\S/K) 

puisque les constructions se recollent sur les ouverts de S. On pouvait aussi 
conclure en apphquant [II, (3.4.8)]. 

La construction du Frobenius étant locale, on peut, pour montrer que 
/rig* induit un foncteur 

/rig* : F"-Isoc^(X/X) — > F"-Isoc^(5/ir), 

supposer que 5" est affine et hsse. La construction du théorème (2.1) s'ap- 
plique; le morphisme (2.1.17) est alors un isomorphisme car Fx/s est un 
isomorphisme puisque / est étale : là on n'a pas besoin d'utiliser les résultats 
de Ogus via le cas convergent (oii l'on avait supposé e ^ p — ï). On en déduit 
directement que 0e . est un isomorphisme. D'oii le théorème. □ 
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Remarque (4.1.1). Tsuzuki a abordé dans [Tsu 1, theo (2.6.3)] la construc- 
tion de /rig* {Xq/S, — ) dans le cas fini étale, mais il n'étudie pas l'indépendance 
par rapport à 5 et ne prouve pas l'existence d'un V- morphisme fini relevant 
le /o ci-dessus. 

Théorème (4.2). Soient S un k-schéma séparé de type fini, E e Isoê {S / K) 
et f : X ^ S un k-morphisme fini étale galoisien de groupe G. 

(4.2.1) Si S est lisse sur k, alors, pour tout entier i ^ 0, on a des isomor- 
phismes canoniques 

H^S/K,E) iHi^iS/K,U,J*E)f 

-^{Hl,^{X/KJ*E)f. 

(4.2.2) Si k est parfait, ou si S est affine et lisse sur k, alors, pour tout entier 
i 0, on a des isomorphismes canoniques 

Hl,^^,{S/K,E) ^ {Hi,^^,{S/K,U,J*E)f 

^{Hl,^^,{X/K,rE)f. 

(4.2.3) Si E e F^'-IsoêiS/K) alors les isomorphismes de (4.2.1) et (4.2.2) 
sont compatibles à l'action du Frobenius. 

Démonstration. Par additivité de la cohomologie rigide, avec ou sans sup- 
ports, on peut supposer, pour le (1) et le (2), que S est connexe. 

Pour le (4-2.1), la suite spectrale de Cech en cohomologie rigide nous ramène 
à 5* affine et lisse sur k, S = Spec Aq. On choisit une V-algèbre lisse A relevant 
Aq et on reprend les notations utilisées dans la preuve de (3.2.2) : il existe 
un carré cartésien de V-schémas formels 




et un système fondamental (Va)a = {Spm A\)\ de voisinages stricts de ]S[^ 
dans Sk et Aq > 1 tel que pour 1 < A ^ Aq on ait un diagramme à carrés 
cartésiens 
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Xk^ -W^^ 







flK 









Sk' ^Vx^ 



avec hx fini, hx et hx finis étales galoisiens de groupe G [II, (2.3.1) (2)]. 

(4.2.1.2) Soit Ex un Oy^^ -module localement libre de type fini. Pour 1 < ^ A 
on note 

«A^ -V^^Vx , ax:Vx^ Sk 

o^'x,-W^-^Wx , œ'^-.Wx-^Xk, 
les immersions ouvertes et on pose 

j'I hl Ex = lima^^. a^*^ (Ex), 
/ ^^A = Oix* j'I Ex, 

j'I hl{Ex) ^ a'^. j'I hl {Ex). 

Lemme (4.2.1.3). Avec les notations précédentes on a des isomorphismes 
canoniques 

(i) (hx* hliEx)f ^ Ex. 

(ii) (h^, hljl Exf ^ jI Ex. 

(iii) {hK. h*j, jt Exf ^ Ex. 

Démonstration du lemme (4-2.1.3). 

(i) Comme Ex est localement libre de type fini on a un isomorphisme 

hx, hl{Ex) hx. hliOvJ ®Ov^ Ex, 

et l'action de G sur le membre de gauche se fait par l'intermédiaire de 
hx* h\{Ov),) puisque G agit trivialement sur Ex : on est ramené au cas 
E = Oy^ qui a été prouvé dans la proposition [11, (2.3.1)]. 
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(ii) On a des isomorphismes 

hx* K ji Ex ~ hl Ex [53, (2.1.4.7)] 

~ j1 hx. /il [11,(3.1.4.1)] 
~ hx. hl Ex ®Oy^ jI Ov, [53, (2.1.3)(m)]. 

L'action de G sur hx* h\ j\ Ex se fait par l'intermédiaire de /ia* h\ Ex 
puisque G agit trivialement sur j\[Ov^) '■ le (ii) résulte alors du (i). 

(iii) La preuve est semblable à celle du (ii) en utilisant cette fois [B 3, 
(2.1.4.8)] et [II (3.1.4.2)]. D'où le lemme. □ 

Soit E e Isoc^(5'/iîr) : on choisit le Vx comme ci-dessus de sorte qu'il 
existe un Cy^-module localement libre et cohérent Ex tel que j^Ex soit une 
réalisation de E. 

La cohomologie rigide H*^^{S/K; E) est, pour 1 < ^ A, la cohomologie 
des complexes 

Rr{V,; jIE, ®Oy^ ^l'y^i^) ^ RTiVx-, j{Ex ®Oy^ 

(4.2.1.4) 

oii la première flèche (resp. la deuxième) est un isomorphisme (resp. un quasi- 
isomorphisme), oii M := T{Vx',j\ Ex) est un A^^-module projectif de type 
fini à connexion intégrable [B 3, (2.5.2)], oii ^y^ix ^st localement libre de 
type fini sur le faisceau cohérent d'anneaux Oy^ [II (2.3.1) (2)] et oii . est 

un ^l^-module projectif de type fini [Et 5, 1.3]. 

De même la cohomologie rigide 

H:,ISIK- Aig, /* E) {resp.H:,^{X/K; f* E)) 
est la cohomologie des complexes 

(4.2.1.5) RT{Vx, hx* hlUiEx) ®Oy, ^I^/k) 
[resp. des complexes 

(4.2.1.6) RT{Wx-^ hlUlEx) ®o^^ n'^^/^) ]. 
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Or la formule de projection, jointe au fait que hx est étale, fournit des iso- 
morphismes 



(4.2.1.7) 

donc les complexes (4.2.1.5) et (4.2.1.6) sont quasi-isomorphes puisque h\ est 
fini. 

Compte tenu du lemme (4.2.1.3) les isomorphismes 

HUS/K-E) ^ Hi,p/K;U^.rEf 
^Hi,^{X/K;f*Ef 

s'établissent comme [Et 2, (3.1.1)]. 

Pour le (4-2.2), comme la cohomologie rigide ne dépend que du schéma 
réduit sous-jacent, on supposera S réduit : si k est parfait il existe alors 
un ouvert dense U ^ S avec U affine et hsse sur k et Z :— S\U de dimen- 
sion strictement plus petite que celle de S [Et 3, dém. du théo 3]. De plus 
H\G,Hi,^^^{S/K,U^, rE)) = pour j ^ 1 [S 2, VIII, § 2, cor 1 de prop 
4] ; par fonctorialité en E de la cohomologie rigide à supports on en déduit 
un morphisme de suites exactes longues 

^ Hi(U, E\u) > Hi.{S, E) . Hi.{Z, Ez) 



Par récurrence sur la dimension on est ramené à montrer l'isomorphisme du 
(4.2.2) pour S affine et lisse sur k. 



Reprenons les notations utilisées pour la démonstration du (4.2.1) et 
considérons le diagramme commutatif à carrés cartésiens 
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(4.2.2.1) 



hK 



hx 



■i-x 



if- 



La cohomologie à supports H*-^^^^{S/K] E) 

[resp.i/*g,,(5/X;/Hg* /* resp.i/;^^,,!^//^; /* E)] 

est la cohomologie du complexe 

(4.2.2.2) RViVx^AEx ®Oy^ ^'v,/k ^xMAEx ®Oy^ %,,k)) 
[resp. 

(4.2.2.3) RViVx, hx.hl{j{Ex) ®Oy^ ^'y^,j, ^ ^A*^I(/iA*/il(Jl^A) ®Oy^ K^/k))'^ 
resp. 

(4.2.2.4) RT{Wx, hHjlEx ^'w,/k ^ ^a*^a (^I(jI^a) ^Wx/k))]- 

Le théorème de changement de base pour un morphisme propre [II, théorème 
(3.3.2)] fournit des isomorphismes 

i\*i*x{hx*hl{j{Ex) ®Oy^ ^^^J ^ i\*i*xhx*{hl{j{Ex) ®Ow^ ^Wx) 

- tx*h'xJxih*xjlEx n'^J ~ hxJxJxihljlEx ®Ow, ^Wx) ^ 

donc via (4.2.1.7) les complexes (4.2.2.3) et (4.2.2.4) sont quasi-isomorphes 
puisque hx est fini. L'isomorphisme (4.2.2) du théorème (4.2) en résulte, 
compte tenu de (4.2.1.3) (ii). 

Pour le (4-2.3), on peut supposer S connexe affine et lisse sur V comme ci- 
dessus, dont on reprend les notations ainsi que celles de [II, (2.3.1) (2)]. On 
fixe un relèvement F^t : A''" — > 



[resp.F^t : ^^^^^^^ . ^ - 



St/At 
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du Probenius de Aq [resp. de Bq] comme dans [Et 5, (1.2)] : par extension 
des scalaires on en déduit F^^ : Ak — > Ak et Fg^ : Bk — > Bk- On a vu en 
(1.2.4) qu'on dispose de carrés cartésiens oià Fx^ et Fj^^ sont finis : 

Sk = Spm {ÂkY = Spm{A^) 

(4.2.3.1) Fs^=Sp F^^ F^^ 

Y 

Sk = Spm {ÀKf ^ Vx = Spm{Ax) 

et 



Xk = Spm {BkY ^ = Spm{B^) 

(4.2.3.2) F;,^=sp F^^ 

Xk = Spm {ÉkY = Spm{Bx) ; 

plus précisément, étant donné A on trouve /i de la façon suivante : en fixant 
des générateurs {xi} de Bx sur Ax comme dans la preuve de [II, (2.3.1) (2)], 
les éléments Fj^^{xi) sont entiers sur Ax C A^, donc a fortiori sur B\^ = 
lim By : il existe donc n, 1 < ^ ^ \ tel que pour tout i on ait F^^{xi) G B^. 

n 

Comme dans la preuve de [II, (2.3.1) (2)] on peut aussi supposer que pour 
tout i et tout g E G on a gjj^{xi) G B^. Ainsi : Wx (rcsp. 

g\ '■ Wx — > Wx est induit par Fgt : -B^ — -B^ (rcsp. (^^t : -B^ — ^ -B^) ; pour 
prouver le lemme suivant : 



Lemme (4.2.3.3). 

il suffit de prouver le 
Lemme (4.2.3.4). 



Or g & G induit un morphisme gx '■ X ^ X tel que gx o Fx — Fx o gx, 
puisque (/(x^) = gix)"^ pour toute section x de Ox ; d'oii un diagramme com- 
mutatif 
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Fx 



(4.2.3.5) 



X 



9x 



X 



TÏX 



® 



■Kx 



X 



9'^ 



® 



ax 



fx/s 



X 



Le carré commutatif (T) se relève en le carré commutatif 



^ (g) 



(4.2.3.6) 



9st 



Et (g) . 



Par l'équivalence de catégories B^ 1 — > Bq de la catégorie des A^-algèbres 
finies étales dans la catégorie des ^o-^lgèbres finies étales [Et 4, théo 7] , on 
relève le carré commutatif (2) en le carré commutatif 



■^St/At 



-Bt ® ^ 

(4.2.3.7) ^Bt^i^t 



® — ^ ^ 

■'^St/At 

Par composition on a prouvé (4.2.3.4), donc (4.2.3.3). 



Compte tenu de la commutation (4.2.3.3) et de la définition de la coho- 
mologie rigide (resp. de la cohomologie rigide à supports compacts) donnée 
en (4.2.1.4), (4.2.1.5), (4.2.1.6) [resp. en (4.2.2.2), (4.2.2.3), (4.2.2.4)] les iso- 
morphismes (4.2.1) et (4.2.2) du théorème (4.2) sont compatibles à l'action 
du Probenius. □ 

Dans la preuve du théorème (4.2) on a montré au passage : 

Lemme (4.3). Si S est un k-schéma séparé de type fini, f : X — > S 
est fini étale (non nécessairement galoisien) et E ^ Isoê {X / K) on a des 
isomorphismes canoniques 
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(1) Hi,^{X/K;E)^Hl,^{S/K;U,, E). 

(2) Hl,^^^{X/K-E)^Hl,^^^{S/K-U^, E). 

(3) Si de plus E G F°- -Isoc^ {X / K) les isomorphismes du (1) et (2) com- 
mutent à V action de Frobenius. 

Remcirques (4.4). 

(i) Les résultats du lemme (4.3) sont donnés par Tsuzuki dans [Tsu 1, cor 
(2.6.5) et (2.6.6)], sans précisions de démonstration, notamment pour 
le (2) du lemme : nous y avons utilisé le théorème de changement de 
base pour un morphisme propre [II, (3.3.2)], qui n'est pas mentionné 
par Tsuzuki. 

(ii) Le (4.2.2) du théorème (4.2) est une étape essentielle pour établir 
la finiture de la cohomologie rigide à supports compacts à coefficients 
dans un F-isocristal surconvergent unité à partir de la finitude de la 
cohomologie cristalline via la suite exacte longue de localisation en 
cohomologie rigide, la preuve de cet isomorphisme crucial n'apparaît 
pas dans la démonstration du théorème 6.1.2 de [Tsu 1]. 



5. Cas plongeable 

5.1. On suppose donné un diagramme commutatif 




SpfV 



dans lequel / est un morphisme de /c-schémas séparés de type fini, h et p 
sont des morphismes propres de V-schémas formels, h (resp. p) est lisse sur 
un voisinage de X dans y (resp. un voisinage de S dans T), jy et jr sont des 
immersions. Désignons par T (resp. Y) l'adhérence schématique de S dans 
T (resp. de X dans y), f :Y ^ T le morphisme induit par h, iy ■ Y ^ y 
l'immersion fermée, Xi :— f (S) et fi : Xi ^ S le morphisme induit par 

7- 



On note Es (resp. Ex) le Frobenius de S (resp. de X) (élévation à la 
puissance q = p"- sur le faisceau structural) ; d'oii le diagramme commutatif 
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Théorème (5.2). 

(5.2.1) Sous les hypothèses (5.1) supposons que h (S) = f {S) = X ; alors, 
pour tout entier i 0, le morphisme f induit un Joncteur 

R'Ug*{X/T, -) : FMsoc^(X/X) — > F^'-lsoc^S/ K). 

(5.2.2) Supposons donnés des morphismes 

S'^^T'^^SpfV 

où p' est un morphisme propre de V-schémas formels, S' est un k-schéma 
séparé de type fini, j' est une immersion et p' est lisse sur un voisinage de 
S' dans T . Alors le joncteur de (5.2.1) commute à tout changement de base 
séparé de type fini S' ^ S : en particulier ce Joncteur commute aux passages 
aux fibres en les points fermés de S. 

Démonstration. 

Pour (5.2.1), soit G F"--lsoc\X / K) ; pour tout entier i ^ 0, on a 

d'après [II, (3.4.4)] un isomorphisme 

F*sR'f.i,.{X/T, E) R'figiX^'^^/T, 7r*^/s{E)). 
L'identité de S induit un morphisme 

i?7ng*Wr,Fi(F)), 

et le Frobenius (j) de E induit un isomorphisme 

R'frigfiX/T, FxE) — > R' frig^{X/T, E). 
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Par composition de ces trois morphismes on obtient le Probenius de R'^frig^.{X/T, E) 

(5.2.3) <t>' : F*sR'Ug4X/T, E) R'U^^X/T, E) 

et il s'agit de prouver que 0* est un isomorphisme : pour ça il suffit de prouver 
que c'est le cas pour 9^. On sait déjà que 9^ est un morphisme d'isocristaux 
sur convergents : d'après [B 3, (2.1.11) et (2.2.7)] il suffit de montrer que 9^ 
induit un isomorphisme dans la catégorie convergente Isoc(5'/ K) ; d'après [B- 
G-R, 9.4.3/3 et 9.4.2/7] il suffit de le vérifier après passage aux fibres de 6^ en 
les points fermés s de S. Pour un tel point s notons V(s) = W{k{s)) ®w V et 
K{s) le corps des fractions de V(s). D'après [II, (3.4.4)] on a un diagramme 
commutatif 



^7il*(^i'VV(«), £;^(<„) ■> R'fs .iUXsMs), Fl(Ex^)) 
Hi.^ixi'^/Kis), £;^(.)) ■> Hl,^{XjK{s), F^Ex^) 

Hl,^^XX^^/K{s), E^(,)) ^ Hl,^^,{Xs/K{s), F^iEx^)) 

où les flèches verticales sont des isomorphismes ; or la flèche horizontale 
inférieure est un isomorphisme par [E-LS 1, prop 2.1, oii il faut supposer 
X lisse sur ¥q dans le cas de la cohomologie sans support]. D'oii (5.2.1). 
L'assertion (5.2.2) résulte de [II, (3.4.4)]. □ 



V. Cohomologie syntomique 



1. Site syntomique 

1.1. Si X est un schéma quelconque, le gros site syntomique de X est 
défini comme suit [SGA 3, IV, 6.3] : la catégorie sous-jacente est celle des 
schémas sur X et la topologie est engendrée par les familles finies surjectives 
de morphismes syntomiques (i.e. plats et localement intersection complète). 
On rappelle que les morphismes syntomiques sont ouverts, demeurent synto- 
miques par changement de base, et sont localement relevables le long d'une 
immersion fermée. Le gros site (resp. petit site) syntomique de X sera noté 
SYNT{X) (resp. synt{X)) et le topos correspondant Xsynt (resp. Xsynt) '■ 
lorsqu'on ne voudra pas distinguer entre les deux situations on notera T{X) 
(resp. Xr) l'un ou l'autre de ces deux sites (resp. topos). 

Soit j : U "-^ X une immersion ouverte ; j définit un couple de foncteurs 
adjoints (j*, j"^) 

Ut ^ Xr. 

3* 

Dans la suite Xt sera annelé par un faisceau d'anneaux A et Ur sera annelé 
par j~^A, noté A\u '■ on note ^X-j- (resp. a\uUt) la catégorie des faisceaux 
des ^-modules à gauche sur Xr (resp. des ^|j/-modules à gauche sur Ur)- 
Le foncteur 

j* '■ A^T — A\uUr 
admet un adjoint à gauche j\ [Mi, II, Rk 3.18] et [SGA 4, IV, § 14] défini par 

. . f j!(J^)(X') = J^(X') si X' — >X se factorise par U 
^ ^ ^ ^ l et Ji{J^){X') = sinon; 

j\ est exact [loc. cit]. 
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Remarquons que j* est exact puisqu'il admet un adjoint à droite et un ad- 
joint à gauche. 

De même si i : Z X est une immersion fermée, i définit un couple de 
foncteurs adjoints : 

Zr ^ Xr ; 
Zr sera annelé par i'^A, noté A\z- 
Le foncteur 

ï* '■ A^SYNT ^ ^IZ^SYNT 

admet un adjoint à gauche i\ [Mi, II, Rk 3.18] et i\ est exact [loc. cit.] : en 
particulier 

i* '■ yl-^SYNT ^ A\zZsY'NT 

est exact. 
Le foncteur 

'■ ^-'^synt A\Z Zsynt 

est lui aussi exact grâce à [Mi, 11, 2.6 et 3.0 p 68] et [EGA 0/, 1.4.12] car les 
morphismes syntomiques demeurent syntomiques par changement de base. 
De plus le foncteur 

i* '■ A\zZr — A^T 

est exact, car tout morphisme syntomique se relève, localement le long d'une 
immersion fermée, en un morphisme syntomique. 

1.2. Soient i : Z ^ X une immersion fermée, et j : U ^ X l'im- 
mersion ouverte du complémentaire de Z. Pour un X-schéma X' on note 
U' = X' Xx U, Z' = X' Xx Z ; tout recouvrement syntomique W ^ Z' se 
relève localement en W ^ X' syntomique : pour alléger l'écriture on suppo- 
sera le relèvement global. Par suite, si U U' est surjectif syntomique et W 
tel que ci-dessus, alors {U, W) est un recouvrement syntomique de X'. 

Lemme (1.2.1). Avec les notations de (1-2) et pour T G A^r le carré 
suivant, où les flèches sont les flèches canoniques 
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est cartésien. 

Démonstration. On notera Ç le produit fibre. 

Pour un X-schéma X' on considère un recouvrement {U, W) de X' du type 
précédent : comme U X' et W ^ X' sont deux morphismes syntomiques, 
on est ramené à établir l'isomorphisme ^ G au-dessus d'un X'-schéma 
syntomique W ; la démonstration se fait donc sur le petit site de X'. On pose 
W Xx' Z'. 

Le faisceau est le faisceau associé au préfaisceau 

W I — > J'iV) , avec V -.^W Xx> U', 
et i*i*{J^) est le faisceau associé au préfaisceau 

W > — ^limJP(W') , 

w' 

la limite étant prise sur les diagrammes commutatifs 

W " — W ^ W 

(1.2.2) 

X'^ Z' 

avec W W syntomique. 

De même i*i*j*j*{J^) est le faisceau associé au préfaisceau 

W ^ iim:r(w' y) = iim:r(w' xx' u'), 

w' w' 

avec W comme en (1.2.2). On remarque alors que (V, 1^') est un recouvre- 
ment syntomique de : en effet le l^-morphisme W — > W fournit une 
section du morphisme syntomique W x^W ^ W ] ce dernier est donc sur- 
jectif et on conclut comme pour le recouvrement (C/, W) de X' . 
Ainsi on a bien un isomorphisme T ^ Q au-dessus de >V, d'oii le lemme. □ 



Notons T(_4Xr) la catégorie des triplets (jFi, JF2, a) 011 T\ '^a\z 'Z'r^ ^2 G 
ApUr et a est un morphisme a : ^1 — > i*j*J-2 ; les morphismes entre deux 
tels triplets sont définis de la manière naturelle, analogue à [Mi, II, § 3]. 

Théorème(1.3). Soient i : Z ^ X une immersion fermée de schémas et 
j : U ^ X l'immersion ouverte du complémentaire de Z. Le Joncteur 
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OÙ a est le morphisme canonique a : — > induit une équivalence 

de catégories entre a^t et T(^X-r). 

Démonstration. La démonstration est analogue à celle de Font aine- Messing 
[F-M, 4.4]. Le théorème résulte du lemme (1.2.1) par la même méthode que 
pour le site étale [Mi, II, theo 3.10]. □ 

En identifiant a^t et T{a^t) via le théorème (1.3) on définit six fonc- 
teurs 



:i.4) 



A\zZq A^q ^ aUt 



dont la description est la suivante : 

i* ■.J'i^ (^1, J^2, « : J^i ^ 1*3*^2), 3\ : (0, 0) ^ ^2 

(J^i, 0, 0) , f : (J^i, J^2, a : -Fi ^ i*hJ'2) ^ 

V : Kera <— (JFi, J^2-, a: T\-^ i*j*^2)-, 
3* : {i*3*^2, ^2, id : 1*3*^2 ^ 1*3*^2) ^ ^2. 

Théorème (1.5). Avec les notations précédentes on a : 

(1) Chaque Joncteur est adjoint à gauche de celui écrit la ligne au-dessous ; 
en particulier on a un isomorphisme de transitivité {jij2)\ — jv.j2\- 

(2) Les Joncteurs i*,i*,j*,ji sont exacts; les Joncteurs j*, i' sont exacts à 
gauche. 

(3) Les composés i*j\,i'j\,i'j*, j*i* sont nuls. 

(4) Les Joncteurs i^, et j\ sont pleinement Jidèles. 

(5) Les Joncteurs j*,j*,i',i* envoient les injectijs sur les injectijs. 

(6) Pour tout T Çla Xr (resp. T Çla\u Ur) on a des suites exactes courtes 

(6.1) — > j^fJ" — >T — > ij*r — > 

(6.2) — > i^T — — ^ 3.3*^ 

[resp. (6.3) — > jiJ^ — > j^T — > i,i*3*T — > 0]. 
De plus le couple de Joncteurs {i*,j*) est conservatij. 

Démonstration. 

Le (1) et\e (2) ont déjà été vus, et l'isomorphisme de transitivité (J1J2)! = 
ji\j2\ résulte de la formule (^1^2)* = j23i- 
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Le (3) et le (4) résultent des descriptions (1.4). 

Le (5) résulte de (1) et (2) et du fait qu'un foncteur avec un adjoint à 
gauche exact préserve les injectifs [Mi, III, 1.2]. 

La suite (6.3)) provient de (6.1) en remarquant que j*j^.J-' ~ T . 
Compte tenu des identifications (1.4) la suite (6.1) s'écrit 

(0, j*^, 0) (r^, a) {i*T, 0, 0) 0. 

Pour démontrer qu'elle est exacte il nous suffit donc de montrer qu'une suite 
de A^r 

(6.4) — — ^jr — .jF" — .0 

est exacte si et seulement si les suites 

(6.5) — — — — ^0 

(6.6) — ^ nr) ^ 3*{r) ^ nr') 

de a\zZt et A\uUr respectivement, sont exactes, i.e. que le couple de fonc- 
teurs est conservatif. 

L'exactitude de (6.4) entraîne celle de (6.5) et (6.6) puisque i* et j* sont 
exacts. 

Réciproquement, l'exactitude de (6.5) et (6.6) entraîne celle des suites 

(6. 1) — > ij* {p) — ^ 1,1* (j^) ^ ue {T") — > 0, 

(6.8) j.fij^) ^j.fin, 

(6.9) ûi*j.r{r) uV'3*3*{^) i*i*j*r{:F"), 
d'oii l'exactitude de 

(6.10) — >r — — >J^" 
grâce au lemme (1.2.1). 

Donc pour tout J-' Ea on a l'exactitude de la suite 
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— > — ^ — 

Montrons la sur j activité de p : T — > %*i*T. Comme pour le lemme (1.2.1), 
dont on utilise les notations, on est ramené au petit site de X' . Soient W 
un X'-schéma syntomique, F := # x^' C/' et s G = Xm^TiyV'), 

w' 

011 W est comme dans (1.2.2) : il existe un W et Sw' £ T{W') d'image s. 
On a vu dans la preuve du lemme (1-2.1) que (y, VT' ) est un recouvrement 
syntomique de W : notons s' l'image de s par l'application restriction 



s ^ s' ; 

alors sw' G J-'{W') a pour image s' par p. 

Comme iJ*{T){V) — 0, tout sy £ ^{V) est un relèvement de s dans 
i*i*{J^){V) — 0. D'oià la surjectivité de p, et l'exactitude de (6.1). 

On a alors un diagramme commutatif à lignes exactes 



jd*^ ^ ^ ^ 



0. 



0- 

L'exactitude de (6.5) et (6.6) et celle des foncteurs j\ et ù prouve que m et w 
sont surjectifs : d'oià la surjectivité de v ; jointe à l'exactitude de (6.10) ceci 
prouve que le couple est conservatif. 



L'exactitude de (6.2) en. résulte via la description de v fournie en (1.4). □ 
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2. Cohomologie syntomique à supports com- 
pacts 

Soit X un schéma séparé de type fini sur un corps k ; on sait par Nagata 
que X est ouvert dans un /c-schéma propre X ; on note j : X ^ X l'immer- 
sion ouverte. 

On se place sous les notations de (1.1) : Xr est annelé par un faisceau 
d'anneaux ^ et ^ est un faisceau de ^-modules. 

Si J-' est élément de ^Xgynt, on notera encore JF son image inverse dans 
.A-^SYNT pai' le morphisme de topos Xsynt -^synt et pour tout entier i ^ 0, 
on a [E-LS 2, (1.2)] 

-f^*(-'^synt, = -f^*(-'^SYNT, ^), 

et de même pour la topologie étale. 

Proposition - Définition (2.1). Sous les hypothèses précédentes, si A 
est de torsion et T un élément de ^^^Xr, le complexe RT{Xr,j\ est 
indépendant de la compactification X de X, et sera noté 

ses groupes de cohomologie seront notés 

et appelés groupes de cohomologie syntomique à supports compacts. 
Démonstration. Si 




Spec k 



est une autre compactification de X, on note X l'image schématique de X 
plongé diagonalement dans X X , j" : X ^ X l'immersion ouverte et 
g : X X, g' : X ^ X les deux projections (propres). 

Il s'agit de montrer que 
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(2.2) 



i?r(Xr,j! ^) = i?r(x^,jr T). 



Ceci va résulter de la proposition plus générale suivante. 
Proposition (2.3). Supposons donné un carré cartésien de k-schémas 




où X est propre sur k, f est propre, j, j' sont des immersions ouvertes. Si 
T est un faisceau abélien de torsion sur X!j-, alors on a des isomorphismes 

Rr(Xr,ji RU T) ~ i?r(Zr, Rf, ji 

c^RT(x'r,j[T). 

En effet (2.1) résulte de (2.3) via le lemme suivant : 
Lemme (2.4). Si 

X" 



X 





X 



est un triangle commutatif de schémas, avec j , j" des immersions ouvertes 
dominantes, alors X est le produit fibré X Xj^X . 

Démonstration de (2.4)- Soit U" le produit fibré 




Puisque / o y? = id, (/? est une immersion fermée [EGA I, (4.3.6) (iv)] ; or 
(f est étale, car j o = j" et j, j" sont étales [EGA IV, (17.3.5)]. Ainsi ip 
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est une immersion ouverte [EGA IV, (17.9.1) ; EGA I, 4.2]. De plus ip est 
dominante car j" l'est ; donc </? est surjective, car </? est finie. Une immersion 
ouverte surjective est un isomorphisme. □ 

Démonstration de (2.3). Faisons la démonstration dans le cas des gros topos 
syntomiques : pour les petits topos cela résulte de l'égalité 

valable pour tout faisceau abélicn Q sur synt(X), et tout entier i ^ [E-LS 
2, 1.2] et [Mi, 11, prop 3.1]. On désigne par un "ET" en indice les gros topos 
étales [E-LS 2, § 1]. 

On a un cube commutatif de morphismes de gros topos 




LET 



Jet 



-ET 



ET 



SYNT 



OÙ Z = X \ X, et un isomorphisme 



-Rr(XsYNT, j! -R/SYNT* ^) — R^{XeT, RPx' JSYNT! -R/sYNT* 

Supposons établie la proposition suivante : 

Proposition (2.5). Avec les notations précédentes, annelons X synt par A 
et Xet par ^ — f^*A.. Alors pour tout H G a\xXsynt on a un isomorphisme 

jET! R^X* 0^) JSYNT ! (^) ■ 

Alors on a des isomorphismes 

-Rr(XsYNT, j! -R/SYNT* ^) — R^{XET,jET\ RPx" -R/sYNT* ^) 
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~ i?r(XET, JET! RJeT' R^X" T) 

~ i?r(XET, i^/ET* Jet! R^x'* T) [SGA 4, XVII, lemme 5.1.6] car T 
de torsion. 

~ i?r(XET,iî7ET* ^/^'* JSYNT! ^) Prop (2.5)] 
— -Rr(XET, -R/^x* Rf SYNT* isYNT! •^) 

d'où la proposition (2.3). 
Etablissons la proposition (2.5). 

Puisque jet! et Jsynt! sont exacts, il suffit de montrer l'isomorphisme 

JET! f^X* ^/?x*JSYNT!- 

Par le lemme du serpent appliqué au morphisme de suites exactes 



(2.5.1) 

^ jET!/3x*H 



■ Jet* Px*'H\ ^ ïet*^etJet*/5x*'H 



zet* ^et/^x*-^synt* 



îet*/3z*îsyntJsynt* 



^ /?x* JSYNT!'H ^ f^*jsYNT*'H ^ /3x*ÏSYNT*^SYNtJSYNT*'H , 

il nous suffit de montrer que, pour tout faisceau G, on a un isomorphisme 
(2.5.2) iET* iET /%*(^)^^ET* ^synt(^)- 

Or Îet* ^et /%*(^) ^® faisceau associé au préfaisceau 

X" 

= \img{x") c^g{z xj^x) 



V. COHOMOLOGIE SYNTOMIQUE 



171 



OÙ X est un X-schéma et la limite inductive est prise sur les diagrammes 
commutatifs 



X" 



X 



Z XxX 



Z 



oVl X" est un X-schcma; comme «et* I^z* "^syntI^) ^ même description, il 
en résulte que ip est un isomorphisme. □ 

Théorème (2.6). Soient ii : Z "-^ X une immersion fermée entre deux k- 
schémas séparés de type fini, ji : U ^ X l'immersion ouverte du complémentaire 
et !F Çl aXt, où a est un faisceau d'anneaux de torsion. Alors on a une suite 
exacte longue de cohomologie syntomique à supports compacts 

Démonstration. Choisissons une compactification X de X au-dessus de k, 
j : X "-^ X l'immersion ouverte dominante et soit Z l'adhérence schématique 
de Z dans X. On a alors un diagramme commutatif à carrés cartésiens 



(2.6.1) 




où i est une immersion fermée et j, j des immersions ouvertes. 
En appliquant le foncteur exact ji à la suite exacte 

— > il! il* — > ^ — > il* i\T — > 0, 
on obtient la suite exacte 



(2.6.2) 







iî iî — ^ il — > il k* i*i ^ 







car il il! = ii [Théo (1.5) (1)]. Or l'exactitude des foncteurs ii* et i*, jointe 
à la proposition (2.3), donne un isomorphisme 
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ainsi, par application du foncteur BT^Xt^ — ) à la suite exacte (2.6.2) on 
obtient, via (2.1), un triangle distingué 

(2.6.3) -Rrsynt,c(^, -^If/) -Rrsynt,c(-^, •^) ^ %ycA,c{'Z' ^ T\z) ^ 

qui fournit à son tour la suite exacte longue du théorème. □ 

3. Comparaison avec la cohomologie étale et la 
cohomologie rigide 

3.0. On suppose dans ce § 3 que le corps k contient F^, q = p"-. On 
désigne par C{k) un anneau de Cohen de k de caractéristique et par Kq le 
corps des fractions de C{k). 

Comme en III (3.3), V est un anneau de valuation discrète complet, d'uni- 
formisante TT et 0" : V V un relèvement de la puissance q de k tel que 
a"(7r) = TT construit via [Et 5, 1.1]. 

On note e l'indice de ramification deV,K — Prac(V), = Ker{l — a : 
V ^ V}, Vn = V/tt^+^V, = V/n^+'^V et = Prac(V^). 

Si X est un schéma on dit qu'un V^-module sur ét(X) est locale- 
ment trivial (on dit aussi constant-tordu constructible ou encore localement 
constant constructible) s'il est localement isomorphe à une somme directe 
finie de copies de : c'est alors la même chose de dire qu'il est localement 
trivial sur SYNT(X) [E-LS 2, 5.1]. 

Un V'^-faisceau lisse JF (localement libre de rang fini) sur X est un système 
projectif JF = {J-'n)neN où, pour tout n, Tn est un V^-module localement tri- 
vial sur ét(X) et pour n' n, — J^n' ® V^- Les X'^-faisceaux fisses sont 
les V^'-faisceaux fisses à isogénie près. 

Pour un V^-faisceau fisse T (resp. un /T'^-faisceau lisse ^q) sur X on 
pose, pour tout entier i ^ 
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[resp. /^sVnt,c(^, -^q) = (lim KmA^^ ^n)) K^] ■ 

n 

Proposition (3.1). Soient X un schéma et un faisceau abélien sur ét{X) ; 
on note encore T son image inverse far le morphisme de topos Xgynt — >■ X^t- 
Alors, pour tout entier i 0, on a un isomorphisme 

Hlt,c{^, ^) — ^ Hl^^ ,,{X, T). 
Démonstration. Résulte de [E-LS 2, 1.3]. □ 

Théorème (3.2). Supposons k séparablement clos. Soient X un k-schéma 
séparé de type fini, J-'q un -faisceau lisse sur X et f : Y ^ X sur k- 
morphisme fini étale galoisien de groupe G. Alors, pour tout entier i 0, on 
a des isomorphismes de K'^ -espaces vectoriels de dimension finie 



Démonstration. Compte tenu de (3.1) il suffit de montrer l'assertion pour la 
cohomologie étale. Puisque / est fini, est exact, et on est ramené à montrer 
l'isomorphisme 

(3.2.1) Hi^^iX, T) [Hi^^iX, fJ*T) K-f 
pour un V'^-faisceau lisse JF. 

Comme JF est localement libre on établit le lemme suivant comme [Et 2, III 

(3.1.2) ]. 

Lemme (3.2.2). Sous les hypothèses précédentes, on a un isomorphisme 

J'^{f.n:F)f. 

Soient X une compactification de X au-dessus àe k et j : X X l'im- 
mersion ouverte correspondante. Par exactitude du foncteur j\ on déduit de 

(3.2.2) des isomorphismes 

(3.2.3) ji^'^Mf^^^Ff ~ ijifJ*Tf. 
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Le corps k étant séparablement clos, les groupes ^{X, T^) et lî\^ JyX^ f*f*J^n) 
sont des V^-modules de type fini [SGA 4, XVII, 5.3.8] ; par suite les groupes 
Hl^^{X,T) et Hl^^{X, f^f*T) sont des V^-modules de type fini, engendrés 
par tout sous-ensemble qui les engendre mod.Tr. 

On achève la démonstration de (3.2) comme [Et 2, III, 3.1.1]. □ 

3.3. Soient X un A;-schéma et Ti un V^-module localement trivial sur 
SYNT(X). On considère le morphisme de topos annelés [E-LS 2, 5.3] 



U - î^x/Vn-SYNT ■ ((-^/"l^njcRIS-SYNT' ^x'/vj ^ (-^SYNT, V^) 

et on note 
et 

T^^\ny"' := u,{T^'^\n)) = u,u*{n) [E-LSfrm-e, 1.11] 

(3.3.1) = n ®v, «*(c?J;î;J = n 

où l'on a posé O-r'^ := u^O'^^l^J. 

Soient i : Z ^ X une immersion fermée et j : U ^ X l'immersion 
ouverte du complémentaire : j et i définissent respectivement des morphismes 
de topos [cf (1.1)] 

j '■ UsYNT -'^SYNT , 



i '■ -^SYNT ^ -'^SYNT , 

et même des morphismes de topos annelés 

(3-3-2) jv '■ (t^SYNT, V^^u) ^ (-^SYNT, ^n,x) 

(3-3-3) iv '■ (-^SYNT, V^^z) ^ (^SYNT, V^x) 

oùv„v = r^(v„v) , v:,^ = ri(v„v), 

V^x étant le faisceau d'anneaux sur Xsynt- 

On déduit alors de (1.4) l'existence de six foncteurs 
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(3.3.4) 



i j* 
V^^-^SYNT — ^ V^jf-^SYNT — ^ V^^^^SYNT 



Jv* 



Lemme (3.3.5). Sous les hypothèses précédentes on a des isomorphismes 
de faisceaux sur les gros sites syntomiques : 



(3.3.5.1) 
(3.3.5.2) 



•J n, 



cris 



• — 1 x/-)™— cris 



/rjm— cris 



/nm—cns 



Démonstration. Comme j O^^x'^"^ faisceau associé au préfaisceau qui 

à tout ^/-schéma U' associe 



= r((C/7V„)g;^^is-SYNT,(^r;vn) [E-LSfrm-e, 1.10] 



/r-)m—cns j 



on a bien (3.3.5.1). De même pour (3.3.5.2). □ 

Grâce au lemme (3.3.5) les morphismes de topos j et i ci-dessus induisent 
des morphismes de topos annelés 

(3-3-6) jo ■ (C^SYNT, O'^'^""^) > (^SYNT, C'J^x''™) 

(3-3.7) io ■ (^'sYNT, (^^"z""") ^ (^SYNT, C'^x™'') 

et six foncteurs 



(3.3.8) ^^m-cris^gYNT ''^*> ^-^m-cris^gYNT "''^ > ^rim-CTiaLIsYNT 

^n,Z ^n,X ^n,U 



Jo* 
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En utilisant la description (1.4), ou le théorème (1.5) (6.1) on en déduit 
la proposition suivante : 

Proposition (3.3.9). Sous les hypothèses et notations de (3.3) on a : 

(1) Si G est un O'^^'^"^ -module, alors on a un isomorphisme canonique 

(2) Si G est un V^ jj-module, alors on a des isomorphismes canoniques 

Les formules du (2) sont à comparer à celles de [SGA 4, IV, prop 12.11 
(b)]. 

Supposons à présent que est un V^-module localement trivial sur 
SYNT(f/) : JF étant localement trivial, le morpliisme F* : T ^ J-'^'^^ — 
F^^{J^) est un isomorphisme; on pose F = F*~^ : T'^^^ ^ T et 4>u — 
T^"'){F) : T('")(JP')(«) = rM(j^(ç))^2^M(^jr) q^i munit T^'^^T) d'une 
structure de F-m-cristal localement trivial [E-LS 2, 5.3]. 

On note encore (f>u : xi™-) (^j^y^^^ rp(m) f^-pyris phomomorphisme obtenu 
en composant avec F* : T^^n) (^jry vis _^ j^im) (^jryM<i) [E-LS 2, 5.2]. Alors 
la suite exacte de [E-LS 2, théo 5.5] s'interprète, via (3.3.1), comme une suite 
exacte sur SYNT(C/) : 

(3.3.10) — ^JF — >u^u*{T) — >u^u*{J^) — ^0 

i-4>u 

ou encore 

(3.3.11) O^J^^T^y, O-^-^ — . O::^"^^ . 

l-4>u 

En lui appliquant le foncteur exact j'yi [théo 1.5], on obtient encore une suite 
exacte, ce qui, compte tenu de (3.3.9), établit le théorème suivant : 

Théorème (3.3.12). Sous les notations de (3.3), si T est un V^-'module 
localement trivial sur SYNT{U), alors on a des suites exactes de V^-modules 
sur SYNT{X) : 
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OÙ = jv\i(pu)- 

Les suites exactes du théorème (3.3.12) vont nous permettre en passant 
à la cohomologie dans le théorème suivant de relier cohomologie étale et co- 
homologie rigide. 

Théorème (3.3.13). On suppose le corps k parfait. Soient X un k-schéma 
séparé de type fini, J-'q un K"^ -faisceau lisse sur X et G F°'-Isoc{X / K)° 
le F -isocristal convergent associé à JFq [E-LS 2; 5.6) et on suppose que Ek 
provient de E]^ e F^-Isoê^X/Kf par le fondeur d'oubli F''-Isoc\X/ K)° 
F"'-Isoc{X/K)° . On note T = {J-'n)nef^ un -faisceau lisse associé à J^q et 

Alors on a : 

(1) // existe un isomorphisme canonique 

Rr,i^,,{X/K, El,) = i?lim[(i?limi?r,y,t,c(^, £;-—-)) Q]. 

m n 

(2) Si de plus k est algébriquement clos, il existe, pour tout entier i 0, 
une suite exacte courte 

O ^ Hi^,(X, J^q) Hi,^^,(X/K, 4) ^ Ht,^^,{X/K, E],) 0. 
Démonstration. 

Prouvons le (1). Comme la cohomologie rigide à supports compacts ne dépend 
que du schéma réduit sous-jacent à X, on peut supposer X réduit. On va 
faire une récurrence sur la dimension de X. 

Si dim X = 0, alors X = Spec^j oii Ai est artinien [Eis., cor 9.1] car 

finie 

X est de type fini sur k, et Ai est un produit fini n^i,mj d'anneaux artiniens 

i 

locaux réduits (X est réduit) : ainsi Ai^m^ est un corps [Bour, A VIII, § 6, 
n°4, prop 9] kij extension finie du corps parfait k [Eis, cor 2.15]. En particu- 
lier X est fini étale sur k, et alors l'assertion du théorème est prouvée dans 
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[E-LS 2, prop 3.11]. 

Si dim X ^ 1, il existe, puisque k est parfait et X réduit, un ou- 
vert non vide U "—^ X qui est lisse sur k, de fermé complémentaire Z 
tel que dim Z < dim X. Comme les deux foncteurs iîrrig,c(-^/-^, — ) et 
Rlim [(iî:iimiîrsynt,c(^, (-)™""'')) ® Q)] donnent lieu à des' triangles dis- 

m n 

tingués faisant intervenir X, U et Z on est ramené à prouver le théorème 
pour U. Donc on peut supposer X lisse connexe et aussi K' — K avec 
e ^ p — 1, avec un V°'-faisceau lisse sur X, associé à un F-cristal unité E 
sur X/V, d'isocristal convergent unité Ek par [B 3, (2.4.2)] supposé provenir 
de E^ e FMsoc(X/i^)°. 

Notons X une compactification de X sur k. D'après le théorème de 
monodromie finie "générique" de Tsuzuki [Tsu 2, theo 3.1] il existe un k- 
schcma projectif et lisse X , un /c-morphisme propre surjcctif w : X' ^ X 
génériquement étale, tel qu'en posant X' = w^^{X), j' : X' "-^ X' l'im- 
mersion ouverte, il existe un unique N'^ e F"'-Isoc\X' / K)° avec w*{eI^) ~ 

Notons U ^ X un ouvert dense tel que la restriction w : U' — U Xj^ X' ^ 
U de w soit finie étale : quitte à rétrécir U on peut supposer U affine et 
intégralement clos, de même pour U'. Puisque U et U' sont connexes il existe 
un morphisme fini étale s : U" ^ U' tel que le composé f : w o s : U" ^ U 
soit fini étale galoisien de groupe noté G [Mi, I, Rk 5.4]. Désignons par X" 
la fermeture intégrale de X' dans U" : on obtient un diagramme commutatif 
à carrés cartésiens 



U"^ -X^ 




ju 



où S est un morphisme fini et les fièches horizontales sont des immersions 
ouvertes : en particulier X" est une compactification de U". On note Z 
l'adhérence schématique de Z dans X et jz '■ Z Z l'immersion ouverte 
dominante. 
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Puisque X' est propre et lisse sur k, il existe, d'après (3.3.13) un F-cristal 
unité M sur JC tel que ~ M"". Posons M = s£ris(M), M = jcRis(^) ; 
d'après[B 3, (2.42)] M. est isogène à fcmsi^iu): i-e. il existe un entier r ^ 
et des morphismes 

a:M^ fcRismu), 

P : f^KisiEiu) ^ M, 

tels que ao/3 = et ^oa = . On notera M.k le F- isocristal (sur) convergent 
sur X" associé k M ei M\( — f'^Mx)- D'après [B-M 1, cor du théo 6] le 
F-cristal unité M. est le cristal de Dieudonné d'un groupe p-divisible étale, 
dont le V^-faisceau lisse associé sera noté Q = {Gn)nen', on pose G = j"*{Q). 

L'isogénie a (resp j3) fournit une isogénie «g : ^ — > f*{T\u) (resp j3g : 
f*{J^\u) G) telle que ag o j3g = p'' et (3g o ag = p'^. 

L'isogénie a (resp P) fournit, par la construction de Berthelot [B 3, 
(2.4.2)], un isomorphisme sur les F-isocristaux convergents associés 

aK : MK^fr\{EK\u) 

(resp Pk : /;ig(F^|^) ^ A^;^). 

D'après [Et 5, théo 5] F isomorphisme (resp. Pk) se relève de manière 
unique en un isomorphisme 

(resp/?^:Alg(Ft|^)^A^Î,); 
de même l'action de G sur f*^^{EK\u) se relève de manière unique à /*ig(F^|j^). 

D'autre part, par le théorème (3.3.12), on a un morphisme de suites 
exactes sur SYNT(X^) 



(^i) ^jJ^J'niu) jJ6Ris{E\u)7 



{S2) 0- 



■jl'Gn 



1- 



m— cris . 
n 







Le groupe G agit de manière équivariante sur la suite exacte (5*1), donc 
sur le triangle distingué C"{Si) obtenu en lui appliquant le foncteur 
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C" := i?lim{(i?limi?r(X"sYNT -)) 



Comme =: (5 est un isomorphisme, et de même en remplaçant 

/9 par a, ou ag, /9g, le triangle distingue C\S2) obtenu en appliquant C" à (5*2) 
est aussi G-équivariant par transport de structure par ces isomorphismes : 
compte tenu de [E-LS 2, (3.11)] ce morphisme de triangles s'identifie à 



(3.3.13.1) iîr^t,c(f/", f\T\v)) ® Q — - i?r,ig,,([/", /*g(i5t|J) ^ i?rrig,e(t/", Alg(^t,, 
(3.3.13.2) i?rét,c(c/", É^) Q i?rHg,e(c/", - it:rHg,e(c/", A^t). 

En prenant les points fixes sous G dans F isomorphisme 

i?rHg,c(c/", /*g(4| J) ^c"(jr/5Ris(£^it/)r"'^) 

et en prouvant à la manière du théorème (3.2) que les points fixes sous G du 
membre de droite s'identifient à 

C{3ux £^[^:^"^) := i?lim{(i?limi?r(XsYNT,Jc/! ^|™;^"^)) ® Q} 

m n 

on a prouvé le (1) du théorème (3.3.13) pour U grâce à [IV, théo (4.2)]. 

On a donc deux triangles distingués reliés par des flèches qui sont des 
isomorphismes 



i?rHg,c(f/, i?L) i?rrig,e(x, ^^) 



■-Rri.ig,c(2', e]^i^) 



c(jm ^^f^r™) >c(ii £;---) — ^c(jz. £;[^r™) ; 

d'après les axiomes des catégories triangulées [H 1, I, §1] on peut compléter 

par un isomorphisme au milieu. 

Ceci achève la preuve du (1) du théorème. 

Prouvons à présent le (2). Comme k est algébriquement clos les points fixes 
sous G de RTét,c{U", f*{J^\u)) ® Q sont égaux à RTét,c{U, J^\u) ® Q- Par suite 
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les points fixes sous G du triangle distingué (3.3.13.1) G-équivariant four- 
nissent une suite exacte longue de cohomologie 

(3.3.13.3) ^ Hl^^{U, T\u)m - H^^^,{U/K, E],^^) ^^Hl,^^,{U / K , E^^^) ^ . 

Les groupes de cohomologie rigide Hl^^ JJJ / K, E]^^^) étant de dimension finie 
sur K [Tsu 1, theo 6.1.2], et k algébriquement clos, ces suites exactes se 
scindent en suites exactes courtes [li 1; II, lemme 5.6]. Notons Z ^ X 
l'immersion du fermé complémentaire à U (rappelons que X est supposé 
réduit). Si dim Z = 0, Z est fini étale sur A; et on a une suite analogue 
à (3.3.13.3) pour Z : par récurrence sur la dimension de X on peut donc 
supposer l'existence de suites exactes courtes telles que (3.3.13.3) pour U et 
pour Z. En particulier on a trois triangles distingués horizontaux reliés par 
des fièches induites par (3.3.13.3) appliqué k U et Z : 



(3.3.13.4) Rr,,,Au, i?^, J — RTri^Ax, e^k) — - ^rrig,c(^, J 



Rr,,,M El, ) RT,,,Ax, 4) — R^rUz, El, y, 



par les axiomes des catégories triangulées [H 1, I, § 1] on peut compléter par 
un morphisme RTétAX^-^Q) ~^ R^ iig,c{X ^ eI,) . Les suites exactes courtes 
(3.3.13.3) pour U et Z fournissent alors l'analogue pour X, d'oii le (2) du 
théorème (3.3.13). 

Autre démonstration du (2). Une autre méthode consiste à appliquer le fonc- 
teur C à la suite exacte du théorème (3.3.12) 



(3.3.13.5) 0->j, Tn-^3\ {T, 



^m— cris\ 



oii l'on remarque que E^ ^^^^ = Ta ®vz O'^x"^ ■ P^-r le (1) du théorème le 
triangle distingué ainsi obtenu s'identifie au triangle distingué 

-Rrét,c(-'^, -^q) — -Rrrig,c(-'^, -E'i') -Rrrig,c(-'^, -E'i')- 

La suite exacte longue de cohomologie se scinde alors en suites exactes courtes 
par le même argument que ci- dessus. □ 
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Remarque (3.3.14). En supposant seulement que k contient [cf (3.0)] et 
que J^n est un V^-module localement trivial sur SYNT(X), on pose encore 

ZTim— cris 'T'(^) f TT \cris -77 /r> /nm— cris 

En appliquant le foncteur Rr{XsYNT,-) à la suite exacte (3.3.13.5), on obtient 
un triangle distingué 

D"p f V T \ , r?"P ( V Fm— cris\ ^ D"p ( v iTim— crisN 

-n-i ét,c\^ : -rn) ^ -Ki synt,cl^ , ) ^ synt,c(,^ : -t^n )■ 

1-6 



VI. Fonctions L 



Nous allons définir dans ce VI les fonctions L attachées à des variétés sur 
des corps finis, et à coefficients dans des F-modules ou des F- (iso) cristaux : 
nous utiliserons deux méthodes, l'une par les relèvements de Teichmiiller, 
l'autre par voie cohomologique, et nous montrerons comment elles se re- 
joignent. 

Sauf mention du contraire, on suppose dans ce VI que k est un corps 
fini, k = ¥q, q = p^-jV est un anneau de valuation discrète complet, d'idéal 
maximal m et corps résiduel k — ¥q. On suppose le corps des fractions K de 
V de caractéristique 0, on fixe une uniformisante tt et on note e l'indice de 
ramification. 

On relève la puissance q sur k en un automorphisme a de V, tel que 
a{n) = TT, suivant la méthode [Et 5, I 1.1], cf [II, 0] : on note encore a son 
extension à K. 

1. Fonctions L des F- modules convergents ou 
surconvergents 

1.1. Relèvement de Teichmiiller 

On reprend les notations de [III, 3.1] en supposant cette fois que k est un 
corps fini, k = ¥q,q = p"'. 

1.2. F- modules convergents 

Avec les notations du 1.1 on désigne par F'^-Mod(A) (resp. F^-Mod(AK) 
la catégorie des A (resp. ylx)-modules projectifs de type fini Ai munis d'un 
morphisme de Frobenius (non nécessairement un isomorphisme) 
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0^ : M" := FXiM) ^ M 
avec A — A (resp. Ak). Un tel M. est appelé F- module convergent. 

Soit M e F"-Mod(Âif). La fibre Mx de Al en x G \X\ est par définition 

(1.2.1) Mx:=fKixy{M) , 
et (f)M induit 

(1.2.2) 0^ = 0^ i^(a;) : a*j,^^^{Mx) ^ , 

d'après la commutativité du diagramme (1.1.1). 

L'itéré deg x fois de est un endomorphisme ir(x)-linéaire du K{x)- 
espace vectoriel de dimension finie M.^ 

Notons 

(1.2.3) det(M^, T) = det(l - T ^, M^) 
le "polynôme caractéristique" de 0^®^ ^. 

Pour Al' e F"-Mod(4) on définit de même 

(1.2.4) det(Ai;,r) = det(l - T 0^eg x^m',). 

Lemme (1.2.5). Avec les notations précédentes, on a : 

(i) Si Me F^-Mod{ÂK) , alors det {M^^T) e K[T] . 

(ii) Si M' e F^-ModiÂ), alors det {M'^,T) e V[T]. 

Démonstration. Pour (i), soient (ej)j=i,.,,,r (resp. {ei^l)i=i^,„^r) une base locale 
de A4 (resp. de A4"'), et C(X) la matrice de 0x dans ces bases respectives. 
Alors 

avec Ou e tt" Mj.(V) pour un a G Z et 



det{Mx,T) = det{l - T C{t{x)^''' '"') x ... x C(t(a;)^) x C{t{x))} 
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où t{x)'^ — ti{xy X ...xtn{x)'^ et les tj{x) sont les coordonnées de tk{x). Il est 
clair que det {M.x,T) a des coefficients invariants par l'action du Probenius 
ck{x), car aK{x) envoie t{x) sur t{xy ; d'oià le (i). 

Le cas (ii) est analogue. □ 

Si l'on note M.x l'espace vectoriel M.x vu comme X-espace vectoriel et 
(j)x son endomorphisme de Probenius on a 

det{Mx, T) = det{l - T ^) = detK{l - T ^)-Vdeg x _ 

Définition (1.2.6). La fonction L de G F°--Mod{ÂK) est définie 

par 

L{Spec Ao, M,t)= Jl det{l - t'^^s ^ 0^ ^ " | Mx)'^ e K[[t]\ 

x&\Spec Ao\ 

= JJ det{l - i^^S X 0deg X I M^yl/deg x _ 

Si {M',(pM') € F"-Mo(i(Â) on définit de même L{Spec AQ,M',t) et alors 

L{Spec Ao,M',t) = L{Spec Ao,M'K,t) G V[[t]) , 
où l'on a posé 

{M'k, (t>M'J ■■= {M', M ®i Àk . 

Lemme (1.2.7). Pour établir la méromorphie p-adique de L{Spec Ao,M.,t) 

pour {A4,(t)M) £ F"--Mod{AK) on peut supposer qu'il existe {Ai',(l)M') £ 
F"--Mod{Â) tel que M' est libre et {M, (Pm) = {M', Tr"(pM') pour un 

q; e Z. On a alors 

L{Spec Ao,M,t) = L{Spec Ao,M',7r'^t). 

Démonstration. Puisque Ai est projectif de type fini sur A^, et qu'un ouvert 
de Spec Ak est intersection d'un ouvert de Spec A avec Spec Ak, il existe 
un recouvrement fini de Spec Ak par des ouverts Uk = Spec Bk, où. B = 
A [1/g], g E A, tels que 
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M Bk^ ® Bk Si. 

i=i 

Relevons g mod n =: Çq en f E A; comme on a un isomorphisme É ~ A[l//] 
[Et 4, cor 1 du théo 4] on en déduit que 

et que la matrice C{X) du Probenius 0^/" est à coefficients dans 7r"A[l//], 
avec ce e Z. 

La fonction L(A^,t) est définie par un produit eulérien sur les points 
fermés de Spec Aq et ceux-ci sont en bijection avec les points fermés de 
Spf A : un recouvrement ouvert fini de Spf A est fourni par des Spf A[l/ f], 
f & A comme ci-dessus ; on peut donc prendre 

M'= ® 41/7] Ci 

i=l 

avec pour matrice du Probenius 0»/ la matrice 7r~" C{X_), à coefficients dans 
41?/]: 

M- '-^ -M' 



= M% — z > N = M'k- 

Le couple (A^', (pM') est ce que Wan appelle une ex-module convergent [W 
2],[W3]. □ 
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1.3. F- modules surconvergents 

Avec les notations de 1.1 et par analogie avec 1.2 on désigne par F^-Mod(A'^) 
(resp. F^-Mod(A^) la catégorie des F-modules surconvergents, i.e. la 
catégorie des (resp. A|^)-modules projectifs de type fini M muni d'un 
morphisme de Frobenius (non nécessairement un isomorphisme) 

0M : M'^ = FX{M) M 

avec A — A^ (resp. A\^). 

Soit M e F"-Mod(^J^). La fibre de M en x G \X\ est par définition 

(1.3.1) M, :=4(a;)*(M), 
et (pM induit 

(1.3.2) 0, = ®^t^ K{x) : a^(,)(M,) ^ M, , 

d'après la commutativité du diagramme (1.1.1). 

L'itéré deg x fois de (p^ est un endomorphisme i^'(a;)-linéaire du K{x)- 
espace vectoriel de dimension finie 

^ : M. ^ M. ; 

on notera l'espace vectoriel vu comme i^-espace vectoriel et (px son 
morphisme de Frobenius. 

Notons 

(1.3.3) det(M„ T) = det(l - Tcj>f^ ^ M,) ; 
pour M' e F"-Mod(A''') on pose de même 

(1.3.4) det(M^,r) =det(l-r(/)^^sa.^M^). 

On démontre le lemme suivant comme (1.2.5). 

Lemme (1.3.5). Avec les notations précédentes, on a : 

(i) SiM e F^-ModiA^^), alors det{Mx,T) e K[T] . 

(ii) Si M' e F^-Mod{A^), alors det{M'^,T) G V[T] . 
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De même on a : 

Définition et proposition (1.3.6). Soit {M,(f)M) G F"-Mod(A^) et 
{M.,(Pm) £ F"--Mod{AK) son image canonique par l'extension des scalaires 
de à Àk- La fonction L de (M, 0m) ^st définie par 

L{Spec Ao, M, T) = JJ det{l - f"'^ " (P^"^ \ M^y' G K[[t]] 

x&\Spec Ao\ 

= Yl det{l - i^^S ^ 0deg M^)-l/deg x ^ 
x&\Spec Ao\ 

et on a 

L{Spec Aq, m, t) = L{Spec Aq, M, t). 
Si (M', 0M') e F"-Mo(i(^^) on définit de même L{Spec Aq, M', t) et alors 
L{Spec Ao, M', t) = L(Spec Ao, M'j^, t) G V[[t\], 

où l'on a posé 

{M'k, (pM'J := {M', M ^Ai A^K ■ 

Comme (1-2.7) on montre : 

Lemme (1.3.7). Pour établir la méromorphie p-adique de L{Spec Ao,M,t) 
pour {M,(f)M) G F"--Mod{A^K) on peut supposer qu'il existe {M',(f)M') G 
F"-Mod(At) tel que M' est libre et {M,4>m) = (M',7r"0M') ®At pour 
un a & 'Z. On a alors 

L(Spec Ao, M, t) = L(Spec Ao, M', 7r"t) . 

Théorème (1.3.8). Soient X = Spec Aq un k-schéma lisse, A une V-algèbre 
lisse relevant Aq et {M,(j)M) G F°--Mod{A\^). 
Alors L{X, M, t) est p-adiquement méromorphe. 

Démonstration. Par le lemme (1.3.7), on peut remplacer M par un A^-module 
libre M' : (M', (f)M') est alors ce que Wan appelle un cr-module surcon- 
vergent [W 2] [W 3]. L'extension au cas affine et lisse de la formule des 
traces de Monsky-Washnitzcr établie par Wan [W 3, appendix] prouve alors 
la méromorphie de L{M', t), donc celle de L{M, t) : on peut aussi se ramener 
classiquement au cas de l'espace affine [W 3, § 9] et utiliser la formule des 
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traces de Monsky [Dw 2, 7(a)]. □ 

1.4. La conjecture de Dwork pour les F- modules sur- 
convergents 

Avec les notations de 1.1, 1.2, 1.3 décomposons le "polynôme caractéristique" 
de {M,(f)M) e F"-Mod(Â/^) au point x G |X| en 

det{M:c,t) := det{l - t G K[t] 

= TT (1 - aj^x t), 
j 

où les Qj^j; sont dans une clôture algébrique K^^^ de K : plus exactement les 
ttj^x sont dans une extension finie (éventuellement ramifiée) K'{x) C K^^ 
de 7^(0;) ; soient 7:'{x) une uniformisante de /^'(a;) et (Jk'{x) relèvement à 
K'{x) de la puissance de k{x) tel que c'"^'(x)(7r'(a;)) = n'^x) [Et 5, 1.1]. No- 
tons Tix — TT*^^^ ^ et ord^r^ la valuation de K'{x) normalisée par ord^^(7ra;) = 1. 

Pour tout nombre rationnel a; G Q on définit la partie de pente a du 
"polynôme caractéristique" det{M.x, t) pa-r le produit 

(1.4.1) deta{Mx,t) -.^ Yl (1-a,-, i). 

Si ttj^x est l'inverse d'une racine de det{Aix,t), alors o'K'{x){0'j,x) en est une 
aussi par le même argument que pour la démonstration du lemme (1.2.5), 
et puisque ax'^x) '■ K'(x) K'{x) est une extension isométrique on a 
ord7r^(aj,^) = OTdT^^{aK'{x){(ijx)) par conséquent deta{M.x,t) est à coeffi- 
cients dans K. Comme A4 est un A/^-module projectif de type fini, il existe 
«0 G Q tel que pour tout x G \Spec Aq\ et tout a G Q, a < «q, on ait 
deta{M.x,t) — 1- D'autre part det{A4x,t) s'exprime par un produit fini 

(1.4.2) det{l - t (f)f^ ^ Mx) = n detaiMx, t) . 

La partie de pente a de la fonction L{X, A4, t) est définie par l'expression 

(1.4.3) L^{X,M,t) H det^{Mx,&^ ")"' G K[[t\] . 

XÇ.\X\ 

D'après (1.4.2) on a la relation 
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(1.4.4) L{X, M,t) = l[ La{X, M, t) ; 

en fait le théorème de spécialisation de Grothendieck prouve que le produit 

(1.4.4) est fini [W 3, fin du § 2]. 

Pour r G N* et Q! e Q, on définit plus généralement 

(1.4.5) det(^\M„t) := n (1 - K-)' 

j 

(1.4.6) deé:\M,,t) := i'^ ' (H^Y t) , 

(1.4.7) L^'\X,M,t) := Il de&\M^,t'^^^'')-^ G K[[t]] , 

xe\x\ 

(1.4.8) L^:\x,M,t) := H det^^\M,X'^ G K[[t\] . 

x&\X\ 

On a encore : 

(1.4.9) L^^\XM,t) = n Lt\XM,t) . 

Plus précisément, grâce à l'expression établie par Wan [W 2, lemma 4.4], on 
a en fait 



(1.4.10) L('-)(X,A<,t) = L(X,Sym''-' M ®K M, t)^^^-^''"' 

(1.4.11) Li'')(X,A^,i) = L,(X,Sym'-* M (g) A A^, i)*^^-^)'"' 



Les définitions précédentes s'étendent à M G F"-Mod(^J^). 

Nous pouvons à présent énoncer la conjecture de Dwork généralisée pour 
les F"-modules sur convergents. 

(1.4.12) Conjecture (Dwork). Soit M G F"--Mod{A^j^). Alors, pour tout 
nombre rationnel a G Q tout entier r G N*, la fonction La\x, M,t) est 
p-adiquement méromorphe. 
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Grâce aux travaux de Wan, on démontre ci-dessous (facilement) la conjec- 
ture : 

Théorème (1.4.13). Soient A une V-algèbre lisse, X = Spec{A/mA) et 
M e F''-Mo(i(A^). Alors, pour tout a e Q et tout r G N*, les fonctions 
La\x, M, t), et L^'^\X^ M, t) sont p-adiquement méromorphes. 

Démonstration. Par stabilité de la catégorie F''-Mod(A^) par puissances 
symétriques et extérieures [W 2, § 3] la conjecture (1.4.12) se ramène au cas 
r — 1. Par la même démonstration que celle du lemme (1.3.7) on peut suppo- 
ser qu'il existe un F"-module libre surconvergent (M', 0m') £ F"'-Mod{A'') 
tel que 

(M,0M) = (M',7r^(/)MO«)At 

A^j^ pour un /3 e Z , 

et L{M,t) = L{M',7rH) . 

On est ramené à montrer que La{Spec Aq, M', t) est p-adiquement méromorphe, 
ce que Wan a établi [W 3, theo 1.1]. □ 



2. Fonctions L des F-isocristaux convergents 
(resp. des F-cristaux) 



2.1. F-isocristaux convergents 

2.1.1. Soient S un fc-schéma séparé de type fini, S G F"-Isoc(S'/ii') et 
: F* S^S son isomorphisme de Frobenius [B 3, 2]. Comme la catégorie 
F"-Isoc(5'/i^) ne dépend que du sous-schéma réduit sous-jacent à 5* et que la 
fonction L{S,£,t), définie ci-dessous, est un produit eulérien sur l'ensemble 
\S\ des points fermés de S, on peut supposer S réduit pour définir L{S, S, t). 

Décomposons alors S en strates afiincs et lisses, X = Spec Aq, sur A; = Fg ; 
pour A une V-algèbre lisse relevant Aq on reprend les notations du § 1. Pour 
a; G |X| le diagramme commutatif 



192 



J.-Y. ETESSE 



[resp. 



Spec k{xY ^ Spec V{x) 

S ^ Spec V 

Spec k{xY 3> Spec V{x) 



S- 



Spec V 



fournit un foncteur image inverse analogue à [B 3, (2.3.6), (2.3.7)] 



(2.1.1.1) 
[resp. 

(2.1.1.2) 



Alors 

(2.1.1.3) 
[resp. 

(2.1.1.4) 



il : F''-Isoc{S/K) ^ F''-lsoc{Spec{k{x))/K{x)) 



F''-lsoc\Spec{k{x))/K{x)) 



il : F^-lsociS/K) ^ F''-lsoc{Spec{k{x))/K) 



F''-lsoc\Spec{k{x))/K) 



:= Hl^,^{Spec{k{x))/K{x),il{8)) [cf 03] 



H^,^{Spec{k{x))/K{xlil{8)) 



S.:^Hl^^^{Spec{k{x))lK,il{S)) 



Hl^{Spec{k{x))lK,tl{8)) 
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est un i^r(a;)-espace vectoriel [resp. i^T-espace vectoriel] de dimension finie 
muni d'un isomorphisme de Probenius 



(2.1.1.5) 

(2.1.1.6) [resp. 



2.1.2. Il y a une deuxième façon, explicitée ci-après en (2.1.2.3), de définir 

la fibre de en a; G |X| et son Frobcnius, et ceci via les F- modules conver- 
gents : nous montrons que les deux façons coïncident. 

Pour X E \X\ = \Spec Ao\ le relèvement de Teichmiiller de x, vu en 1.1, 



t{x) : Â — ^V{x) 



induit un morphisme 



u■.P^■.^ SpfiV{x)) ^ P := Spf{A) 
dont la réduction mod tt est notée 



v.Xi-.^ Spec{k{x)) ^Y:^Pk 



et V se factorise par 



: Xi ^ X — Spec Aq 
On dispose ainsi d'un diagramme commutatif 



Xi = Spec{k{x)Y Fi = Xi Pi — Spf{V{x)) =: 



(2.1.2.1) 



X"- 



^SpfV^:S; 



de la même manière que [B 3, (2.3.2) (iv)] u*j^ est donc une "réalisation" de 
i*. De plus uk induit un morphisme [B 3, (0.2.7)] 

(2.1.2.2) : ]X,[p^^: ]x[p,^ Spm{K{x)) H^[p = Spmi{ÀK) 

commutant aux actions de Probenius, et la restriction r* de u]^ est exacte 
(même argument que pour [B 3, (2.3.3) (iv)]) : évidemment Tx est aussi induit 
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par tk{x) : Âk K{x). Ainsi les flèches canoniques 
(2.1.2.3) 

r(]X[p, £^x) =: M > r{]X[p, R r,, t*{£)) 

r(]x[p„r*(£)) ^ -TK{^nM) 

H^,^{Spec{k{x))/K{x),il{S)) = S, 

sont compatibles aux Probenius : par suite 0^ := i7°jg(i*(0)) coïncide avec le 
morphisme 

(l>x ■■ c7*K^x){M,) ^ M, du (1.2.2), 
(2.1.2.4) 0. = ; 

de même pour 0-^. 

L'itéré deg x fois de (px est un automorphisme i^(a;)-linéaire du K{x)- 
espace vectoriel de dimension finie 

Le X-espace vectoriel défini en (2.1.1.4) n'est autre que 8^ vu comme 
X-espace vectoriel et (j)^ son morphisme de Frobenius. 

Grâce au lemme (1.2.5) on obtient 
Lemme (2.1.2.5). Avec les notations de (2.1.1) et (2.1.2) on a, pourx G \S\, 

det{l - T (f)'^"^ "|£:,) = det{l - T 4>'^J'^ "|^x)'/'^'^ e K[T] . 
On déduit de (2.1.2.5) : 

Définition et proposition (2.1.3). Soient S un k-schéma séparé de type 
fini et {S, (f)s) G F°'-Isoc{S/K). La fonction L de S est définie par 

L{S,£,t) = JI det{l - t"^^ ^ 1£,)-^ e K[[t]] 
xe\s\ 

= Yl det{l - i^^s ^ 4>f^ '^14)"'/''"^ 
xe\s\ 
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Dans le cas d'une famille de variétés on a le résultat suivant : 

Théorème (2.1.4). Supposons e ^ p — 1. Soient S un k-schéma séparé de 
type fini et f : X ^ S un k-morphisme propre et lisse. Alors, pout tout entier 
i ^ 0; la fonction L{S, R^fconv'iOx/K),t) est rationnelle : 

L{S,R'Uny*{Ox/K),t)eK{t) . 

Démonstration. On peut supposer S lisse sur k. D'après le [III, théorème 
(3.2.1)], R'fconv*{Ox/K) e F"'-lsoc{S / K) et sa formation commute au pas- 
sage aux fibres [III, prop (3.3.4)] : pour s G l^"! on a {R^fconv*{^x/K))s — 
i/4JX,/V(s)) ®v(.) K{s). 

La suite de la démonstration est identique à celle du [théorème 3 (1)] de 
[Et 3] en remplaçant le théorème de comparaison de Katz-Messing [K-M] du 
cas projectif hsse par celui de Chiarellotto-Le Stum [C-LS 1, cor 1.3] pour le 
cas propre et lisse. □ 



2.2. F-cristaux 

Supposons, jusqu'à la fin de ce § 2, que l'indice de ramification e de V 
vérifie e ^ p — 1, et notons F''-Cris(S'/V) la catégorie des F^'-cristaux locale- 
ment libres de type fini [B 1] et [Et 2, II, § 2]. Soit E G F"-Cris(5/V) : rap- 
pelons la définition de la fonction L{S,E,t) [Et 2]. Pour x E \S\, notons i^ : 
Spec k{x) ^ S l'immersion canonique et :— i*^[E)[Spec{k{x)), Spec{V{x))) 
L'itéré deg x fois de : Fg{E) E induit un endomorphisme V(x)-linéaire, 
Fx, du V(a;)-modulc libre de rang fini E^, et, par le même argument qu'en 
(1.2), le "polynôme caractéristique" det(l — t F^) est en fait à coefficients 
dans V. Notons E^ le module E^ vu comme V-module et F^ l'endomorphisme 
de E^ déduit de F^. La fonction L de E est définie par [Et 2, II, § 2, p 50-51] 

L{S, E,t) := Yl det{l - f^""^ ^ F^\É^)-^/^''^ ^ 

xG\S[ 

(2.2.1) 

xe\s\ 

Notons S := E"'"' le F-isocristal convergent associé à iï^ [B 3, (2.4.2)]. Il est 
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clair d'après les définitions que l'on a l'égafité 
(2.2.2) L(S,E,t) ^ L(S,£,t) . 

3. Fonctions L des F-isocristaux Dwork -surconvergents 

3.1. F-isocristaux Dwork-surconvergents 

En 3.1 on suppose simplement que k est un corps de caractéristique p > 0. 

Soit X un /c-schéma séparé de type fini. On suppose qu'il existe une stra- 
tification de X par des /c-schémas fisses Xj, X = jJ^Xj : ceci est possible 

i 

par exemple si k est parfait et X réduit [EGA IV, 17.15.13]. Fixons un re- 
couvrement de Xi par des /c-schémas affines et lisses Xij,Xi — U Xij, et 

j 

des V-schémas formels fisses X^j relevant Xij, Xij = Spf{Aij) ou Aij est 
une V-algèbre lisse. Notons — Spf f{A\^) le schéma faiblement formel 
associé à A\- [Mer], F.f un relèvement du Probenius de Xij comme en 1.1, 

■' ij 

etF^ , = F^t Âj. 

Considérons maintenant £■ G -F'*-lsoc(X/A') et pour chaque soit 
E-ij un Aij i^-module projcctif de type fini correspondant à la restriction de 
E à Xij, dont l'existence est assurée par le corollaire (1.2.3) du 11 : par 
cette équivalence la structure de Probenius de S fournit pour tout (i,j) un 
isomorphisme 

compatible aux connexions. 

Puisque (Ajj, Ajj/^n)) est un couple licnsclicn [Et 4, thco 3] il existe 

d'après Elkik [Ei, cor 1 du théo 3, p 573] un AI^ ^-module projectif de type 
fini Eij tel que 




Définition (3.1.1). Avec les notations ci-dessus, on dira que S est Dwork- 

surconvergent pour la stratification précédente si (j)ij provient, par l'exten- 
sion des scalaires A\- ^ Âij k, d'un isomorphisme 
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Les morphismes entre de tels S se définissent de la manière naturelle. 
On notera 

Dwt(X,(Xij),(A'i5),(F^t)) 
la catégorie ainsi obtenue et 

V : Dwt(X, (Xij), (A;;), (F-^t) ^ FMsoc(X/K) 

(3.1.2) 

£:t := (é:,Ey,4)i 

le Joncteur naturel "oubli des stratifications". 

Remarque (3.1.3). La notion "Dwork-surconvergent" dépend de la stratifi- 
cation : un F -isocristal convergent £ peut très bien être Dwork-surconvergent 
pour une stratification et pas pour une autre. On retrouve le même problème 
que Wan avec les a-modules sur convergents : [cf W 2, p 885]. 

Les propriétés suivantes sont claires : 
Proposition (3.1.4). Le foncteur V (3.1.2) est fidèle. 

Proposition (3.1.5). La catégorie Dw\X, (Xj,), (A'/j, (-F^t )) est stable par 

puissances tensorielles, puissances symétriques, puissances extérieures et pas- 
sage au dual. 
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3.2. Fonction L des F-isocristaux Dwork-surconvergents 

Définition (3.2.1). Avec les notations de (3.1), et k fini, on définit la fonc- 
tion L de£^ e Dw\X, (X^^), {X}X (F^t )) par 

L{X,S\t) = L{X,S,t) 
où S est l'image de S'^ par le Joncteur d'oubli V (3.1.2). 

Pour un /c-schéma séparé de type fini X et £ & F"'-\soc{X / K) on a vu en 
2.1 que la définition de la fonction L de £^ via la cohomologie rigide coïncide 
avec la définition via les F-modules convergents : ainsi pour a G Q et r G N* 
on définit, comme en (1.4.8), 

(3.2.2) Lt\x,8,t) := ^^et « (£„ t'^^^ G K[[t]]. 

xe\x\ 

On a encore : 

(3.2.3) L^^){X,E,t):^\{L^:\X,E,t) ; 
plus précisément, on a 

(3.2.4) (X, <£:, i) = n ^(^' Sym^-^ £®k8,ty , 

(3.2.5) L^:\x,S,t) = l[La{X,Sym'-' S ® ks,ty . 

Ces définitions s'étendent au cas des F-isocristaux Dwork-surconvergents 
en posant, pour E — T>{E''') : 

(3.2.6) L^^\x,S\t) :^L'^:\x,S,t) , 

(3.2.7) {X, £\t) = L('') (X, S,t) . 

Si E est un F-cristal, E e F"-Cris(X/V), avec e ^ p - 1 et £: := est 
le F-isocristal convergent associé on pose également 

(3.2.8) lP (X, F, t) := lP (X, E, t) 



(3.2.9) {X, F, t) = {X, £, t) 
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La conjecture de Dwork est vraie pour les F-cristaux Dwork-surconvergents, 
à savoir que l'on a le théorème suivant, par application directe du théorème 
(1.4.13) : 

Théorème (3.2.10). Soient X un k-schéma séparé de type fini muni d'une 
stratification comme en (3.1) etS'^ e Dw^X, (Xij), (4), (F^t )). Alors, pour 

ij 

tout nombre rationnel a E Q et tout entier r G N*, les fonctions La\x, £\ t) 
et L^'^\X, t) sont p-adiquement méromorphes. 



4. Fonctions L des F-isocristaux surconvergents 
4.1. Définitions 

Soient S un /c-schéma séparé de type fini, E G F^'-lsoc^S/ K) et (pE ■ 
F* E ^ E son isomorphisme de Frobenius [B 3, (2)]. Avec les notations de 
(2.1) et X e \Spec Aq\ C I^I on a aussi des foncteurs images inverses 

(4.1.1) il : F^-Isoc^S/K) F''-Isoc^(Spec{k{x))/K{x)) 
[resp. 

(4.1.2) il : F"-Isoc^(5/X) ^ F^-Isoc\Spec{k{x))/K)] , 
et 

(4.1.3) E, := H^,^{Spec{k{x))/K{x),il{E)) 
[resp. 

(4.1.4) 4 H^,^{Spec k{x)/ K,tl{E))] 

est un ^(a;) -espace vectoriel [resp. X-espace vectoriel] de dimension finie 
muni d'un isomorphisme de Frobenius 

(4.1.5) 0^ = i7°,(.:(0)) 
[resp. 

(4.1.6) 0L = ^Hgfê(0))] . 
Posons 

(4.1.7) M := T{X^-, E^x), 4>m := n^F. 4>e,^) 
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OÙ X = Spec Aq, X = Spec A ; alors M e F"-Mod(A|^), et la fibre de 
M en X E \X\ est par définition (cf. (1.3.1)) 

(4.1.8) M, :=T^(x)*(M) 
et 

: := F*, (M) ^ M 

induit (cf. (1.3.2)) 

(4.1.9) 0, :(7^(^)(M,)^M, . 

On montre, comme en (2.1.2), que l'on a une identification 

(4.1.10) (£;„(/);) = (M„0,) . 

On déduit de (1.3.5) le lemme suivant : 
Lemme (4.1.11). Avec les notations de (4-1) on a, pour x G \S\, 
det{l - T (j)'^^^ ^1^^) = det{l - T ^|^^)i/deg x ^ j^^j.^ _ 

La définition de la fonction L{S, E, t) donnée ci-dessous ne dépend que 
du sous-schéma réduit sous-jacent à S* : si l'on suppose S réduit on peut alors 
le décomposer en strates Sy-affines et lisses sur k k la manière de 3.1; on 
dispose alors d'un foncteur naturel 

(4.1.12) Pt : F--Isoc\S/K) ^ Dw^S, (S,,), (4), (^^t )) 

où £ est le F-isocristal convergent associé à E^ et : F\ {Eij) ~ Eij est 

l'isomorphisme de Probenius provenant de l'équivalence de Berthelot [B 3, 
cor (2.5.8)]. De manière imagée on dira qu'un F-isocristal surconvergent est 
toujours Dwork-surconvergent. 
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Comme conséquence de (4.1.11) on a : 

Définitions et proposition (4.1.13). Soient S un k-schéma séparé de type 

fini, {E,(Pe) e F^'-Isoc^{S/K) et (^,0^) G F''-Isoc{S/ K) son image cano- 
nique par le joncteur d'oubli F'^-Isoc^ {S/ K) — >• F"'-Isoc{S/K). La fonction 
L de E est définie par 

L{S, E,t)^ Yl det{l - f^'^ ^ (f)f^ l^^x)"' e K[[t]] 

xe\S\ 

= Yl det{l - i'^^s ^ 4>f^ ^|é^)-^/^"s ^ , 
xe\s\ 

et on a 

L{S,E,t) = L{S,S,t) . 

On pose, pour a G Q et r &N* 

L^:\S,E,t)^L(;\S,£,t) 

L^''\S,E,t)^L^'\S,£,t) . 

Remcirques (4.1.14). 

(i) La deuxième expression définissant L{S, E, t) à l'aide de Ex est celle qui 
avait été utilisée dans la définition de [E-LS 1] : la nouvelle définition 
donnée ici avec l'appui du lemme (1.3.5) coïncide donc avec celle de 
[E-LS 1]. 

(ii) La fonction L{S, E, t) ci-dessus est p-adiquement méromorphe : ceci se 
déduit ou bien du théorème (1.3.8), ou bien du théorème 6.3 de [E-LS 
1] qui fournit l'expression cohomologique 

2 dim 5 

L(S,E,t)^ n det{l-tF\Hi,^^^(S/K,E))^-'y^\ 

i=0 

De plus cette expression cohomologique fournit la rationahté, L{S, E, t) G 
K{t), depuis que Kedlaya a prouvé la finitude de la cohomologie rigide 
à supports compacts et à coefficients dans E [Ked 1]. 
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4.2. La conjecture de Dwork 

Théorème (4.2.1). Soient S un k-schéma séparé de type fini et {E,4>e) ê 
F"' -Isoc\S / K) . Alors, pour tout rationnel a et tout entier r G N*, on a : 

(i) La fonction La \s, E,t) est p-adiquement méromorphe 

(ii) La fonction L^^\S, E,t) est rationnelle 

L^'\S,E,t) e K{t). 

Démonstration. 

Le (i) résulte de (3.2.10). 

Le (ii) résulte de (4.1.14) (ii) et de la relation (3.2.4) : 

L^'-\S,E,t) = \[L{S,^ym''-' E®k t)*^(-i)'"' . □ 

4.3. La conjecture de Katz 

Dans le théorème suivant nous levons l'hypothèse de prolongement à une 
compactification qui avait été faite dans [E-LS 2, théo 6.7] pour résoudre la 
conjecture de Katz. 

On note k une clôture algébrique de k — ¥q. 

Théorème (4.3.1). Soient X un schéma séparé de type fini sur ¥q, Xj = 

X Xk k et JFq un K'^ -faisceau lisse sur X. On suppose que le F-isocristal 
convergent unité S associé à J-'q provient d'un F-isocristal surconvergent E, 
S = È. Alors 

(4.3.1.1) L{X, Tq, t) = L{X, S, t) G K{t). 

(4.3.1.2) Le quotient 

L{X, Tq, t)/ n det{l - t F\Hl,^^{X^, m^-'^'^' 

i 

n'a ni zéro ni pôle sur la couronne unité \t\p = 1. 

Démonstration. La première assertion est là pour mémoire. Pour la deuxième 
il suffit d'utiliser la suite exacte (2) du théorème (3.3.13) du IV et [E-LS 2, 
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prop 6.5]. □ 

Remarque (4.3.1.3). En utilisant l'expression cohomologique [E-LS 1, 6.3] 
de L{X, J^Q,t) = L{X,E,t) rappelée en (4.1.13) (ii), c'est chaque terme 
du produit alterné figurant dans l'expression (4.3.1.2) qui peut être précisé, 
c'est-à-dire à i fixé, grâce à [E-LS 1, 6.5] et au [IV, (3.3. 16) (2)]. 

Ceci apporte une précision à la démonstration de la conjecture de Katz 
faite par Emerton et Kisin dans [E-K 1] . 

On généralise (4.3.1.1) de la façon suivante. 

Théorème (4.3.2). Soient S un ¥q-schéma lisse et séparé, f : X ^ S un 
k-morphisme propre et lisse satisfaisant aux hypothèses de [IV, (3.1)] ou [IV, 
(5.2)] et E, J^Q comme en (4-3.1). Alors, pour {i,r,a) G N x N* x Q, on a : 

(4.3.2.1) L{X,T^,t) ^\[L{S,Rf,^,{E),t)^-'-y e K{t), 

i 

c'est-à-dire 

lldet{i-tF\Hi^^^{x/K,E)r'y^' = H ^^^(1-^ ^l^^g.c(^/^, ^7Hg*(£;)))^-^^'"^"^ e m. 

j i,j 

(4.3.2.2) L('\S,R'U^,(E),t) G K(t). 

(4.3.2.3) La\s, R^frig^{E),t) est p-adiquement méromorphe. 

(4.3.2.4) Lo{S,R'U^4E),t) = L{S, R'U*{^Q),t). 

(4.3.2.5) Si de plus T est un -faisceau lisse tel que — T <S>Q, alors le 
quotient 

L{S, R'f,,,.{E),t)/ n det{l - t F\Hi,^,{S^, R' f^U^Q)))^-'^'^' 
j 

n'a ni zéro ni pôle dans la couronne unité \t\p — 1 (ni même dans le disque 
fermé \t\p ^ 1). 

Démonstration. Par définition on a 

L(X,.FQ,t) = L(X,E,t), 

et il suffit d'appliquer [IV, (3.1) ou (5.2)], (4.1.13) et (4.2.1) ; d'où les trois 
premières assertions. 



204 



J.-Y. ETESSE 



Pour (4.3.2.4) on utilise la suite exacte de [V, (3.3.13.3)] et (E-LS 2, (6.2)]. 

Pour (4.3.2.5) on pose E' = R' f,ig^{E) , Lo{t) = Lo{S, E\t), L>o{t) = 
L{S,E\t)/Lo{t). 

Par définition on a 

L{S, E\ t)^l[ idet{l - f"^^ ^ Fsm^,{Xs/K{s), E^x.)))'' 
se\s\ 

se\s\ 

Pour chaque s G jS'l l'injection k{s) ^ k s'étend en une injection 

V(s) := W{k{s)) ®w{k) V V := W{k) ®w(k) V, 

et on a 

Ps{t)eV{s)[f](ZV[f] ; 

en effet, comme E provient d'un V^-faisccau, le polynôme est à coefficients 
dans V(s) et pas seulement dans K{s) — Frac{V{s)). Donc L{S, E\ t), Lo{t) 
ainsi que leurs inverses sont éléments de V[[t]] : par suite ils convergent tous 
les quatre dans le disque ouvert \t\p < 1 ; de plus, par définition de Lo{t) on 
en déduit que L^^it) et l/L>o(^) convergent dans le disque fermé \t\p ^ 1. 
Or d'après [E-K 1], le quotient 

L(5,i?7eu(^Q),t)/n^ei(l -t F|i/4,,(%i?7et*(^Q)))(-^)^^' 
3 

converge ainsi que son inverse dans le disque \t\p ^ 1 ; d'oii (4.3.2.5) via 
(4.3.2.4). □ 
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5. Schémas abéliens ordinaires 

On suppose e ^ p — 1. 

Dans ce paragraphe 5 nous allons expliciter l'expression La\S, R^fciis*{^x/w) 
lorsque / : X — > S* est un schéma abélien ordinaire. 

Après des rappels en 5.1 sur les F-cristaux ordinaires, et en 5.2 sur les 
schémas ordinaires, nous caractérisons en (5.2.9) les schémas abéhens ordi- 
naires. Nous revenons ensuite en 5.3, théorème (5.3.1), à l'expression de La^. 



5.1. F-cristaux ordinaires 

Soient k un corps de caractéristique p > 0, 5" un /c-schéma, E e F"-Cris(S'/V) 
un F"-cristal localement hbre de type fini sur (S/V) . 

A la suite de Katz et Dcligne [K 2, II, 2.4, Rks p 148], [De£ 2], on dit que 
E est un F"-cristal ordinaire de niveau n s'il existe une filtration de E 
par des sous F"-cristaux localement fibres de type fini 

(5.1.1) C C/o C C/i C ... C C/i_i CUi C ... CUn^ E 

tels que Ui/Ui^i soit de la forme Vi{—i) := (Kj, V^, vr* Fi), où Vi := Vj, Fj) 
est un F"-cristal unité : Vi sera noté Ei dans la suite. On dit que E e 
F"-Cris(S'/V) est ordinaire s'il existe n G N tel que E soit ordinaire de 
niveau n. 

Pour les définitions et propriétés des polygones de Hodge et de Newton 
de E nous renvoyons le lecteur à [K 2, I, 1.2, 1.3 et 2.3 p 142]. 

Si k est parfait et F e F"-Cris(5'/V) est ordinaire, il est clair qu'en tout 
point s E S les polygones de Hodge et de Newton de E coïncident et qu'ils 
sont constants, i.e. indépendants de s E S [loc. cit.]. La réciproque est vraie 
si S est un schéma sur un corps parfait k de caractéristique p > et S de 
l'un des deux types suivants [K 2, II, 2.4 Rks p 148], [W 2, lemma 3.6], [W 
3, theo 7.2, cor 7.3] : 



(i) S" est fisse sur k , 

(ii) S = Speck[[Xi,...,Xd]]. 
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Lorsque A; = et que E est ordinaire de niveau n, on a : 

n 

(5.1.2) L{S,E,t)=l[L{S,Ei,7rH). 

i=0 

Proposition (5.1.3). Si Aq est une ¥q-algèbre lisse, la catégorie des ob- 
jets ordinaires de F"'-Cris{Spec Aq/V) est stable par puissances tensorielles, 
puissances symétriques et puissances eoctérieures. 

Démonstration. Il suffit de raisonner avec des bases locales Ae E Çl F°'-Cns{Spec Aq/V) 
et d'appliquer [K 2] ou [W 2, discussion après def 3.3]. □ 



5.2. Caractérisation des schémas abéliens ordinaires 

Définition (5.2.1) [1£ 2]. Soient S un schéma de caractéristique p > et 
f : X —>■ S un morphisme propre et lisse. On dit que X est ordinaire sur S 
si 

R^UBQ'x/s = 

pour tout i et tout j (BV^-^i^ désigne le sous-faisceau d ^x}s ^^x/S' 
f* sont calculés pour la topologie de Zariski). 

On a la caractérisation suivante : 

Proposition (5.2.2). Soient S un schéma de caractéristique p > et f : 
X ^ S un morphisme propre et lisse. Alors les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(1) X est ordinaire sur S. 

(2) Pour tout s & S, Xg est ordinaire sur Spec k{s). 

(3) Pour tout point fermé s G \S\, Xg est ordinaire sur Spec k{s). 

(4) Pour tout s E S, localité d'un point géométrique s — Spec k{s) (où k{s) 
est une clôture algébrique de k{s)), Xj est ordinaire sur Spec k{s). 

Démonstration. 

L'équivalence de (1) et (2) résulte de [U 2, 1.2(b)]. 

Montrons que (3) ^ (1). Notons \S\ l'ensemble des points fermés de S : 
on suppose donc que, pour tout s G jS*!, est ordinaire sur k{s). D'après 
[Bour, AC II, § 3, no 3, théo 1] il s'agit de vérifier que pour tout i, j et 
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tout s G IS"! on a (R^f^Bil'j^^g) Os,s = ; par platitude de Os,s sur Os 

L 

c'est équivalent à montrer que CKf^B^l^^^g) <^ ^^Os,s = 0, ce qui résulte de 
l'implication (i) ^ (iii) de [U2, 1.2 (b)]. 



L'implication (2) ^ (4) s'obtient par le changement de base k{s) — > k{s) 
[U 2, 1.2 (a)]. 

Réciproquement, montrons (4) ^ (2)- Soit s G S", alors est ordinaire 
par hypothèse, d'oii par définition [I£ 2, 1.1] 

^g*B^'x,,^ = 

oia g : Xj —>■ Spec k{s) est le morphisme structural, déduit de / : — > 
Spec k{s). Or d'après [U 2, (*) p 379] on a 



donc par fidèle platitude de k{s) sur k{s) on obtient 

Rf.BQ),^^^ = , 
ce qui est l'ordinarité de Xg sur k{s). □ 

Nous adopterons la définition suivante due à Raynaud [R 3, Rq 4.2.2] : 

Définition (5.2.3). Un groupe p-divisible G est dit ordinaire s'il est exten- 
sion d'un groupe p-divisible étale par un groupe p-divisible de type multipli- 
catif. 

Pour un groupe p-divisible G sur un schéma S on note, pour tout entier 
n, G{n) := Kerlp"^ : G G}. Le dual de Cartier G* de G est défini par 

G* = lim(G'(n))*,où {G{n))* := Hom{G{n),Qrn) ; 

n 

le dual de Pontryagin de G est défini par G^ := lim (G(n))^, oii {G{n)y 

n 

Hom{G{n),Qp/Zp). 

Si S est localement annule par une puissance de p on note D(G) son cristal 
de Dieudonné [B-M 1], [B-B-M]. Rappelons que G est infinitésimal sur S si, 
pour tout entier n, le morphisme structural G{n) —>■ S est radiciel [Me, I, 
3.2]. 
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Lemme (5.2.4). Soient S un schéma de caractéristique p > et G un groupe 
p-divisihle de type multiplicatif. Alors G est infinitisémal sur S et son dual 
de Cartier G* est à fibres unipotentes. 

Démonstration. Comme le caractère radiciel se vérifie fibre à fibre [EGA I, 
3.7.4] nous supposerons que S est spectre d'un corps. Pour tout n, le Vcr- 
schiebung V de G{n) est un isomorphisme et le n'^™*^ itéré de son Frobenius 
F, donné par F" = p"'(y^^)"', est nul : donc G{n) est infinitésimal et son 
dual de Cartier (G'(n))* est unipotent [D-G, IV, § 3, no 5.3]. □ 

Pour un schéma S localement annulé par une puissance de p et E = 
Spec Zp, on note [B-M 1, § 6], [B-M 2, 2.4] Cs la catégorie des cristaux 
localement de présentation finie sur CRIS (S/S), munis d'homomorphismes 

F -.E" ^ E , V : E^ E" 

tels que F oV — p, V o F — p, et Cf (resp. C^™) la sous-catégorie pleine de 
Gs formée des cristaux localement annulés par une puissance de p, et pour 
lesquels F (resp. V) est un isomorphisme. 

Proposition (5.2.5). Soient S un schéma de caractéristique p > et H un 
groupe p-divisihle de type multiplicatif sur S (i.e. V est un isomorphisme) . 
Alors on a un isomorphisme de F-cristaux 

D(i7) ~D(i/*^)(-l) , 

où ( )* est la dualité de Cartier, ( la dualité de Pontryagin des groupes 
p- divisibles étales (— 1) le twist à la Tate. 

Démonstration. Avec les notations de [B-M 2, 2.2.3.1] on a 

B{H)c^H* O5/S et Fo^H) ^ p{Fh*)-' ^ 1 ; 
de même [B-M 2, (2.1.3.1) et (2.1.4) (ii)] on a 

D(i/*^) ~ H* Os/E et Fd(^^*v) = (F^.)"^ ^ 1 , 
d'oii la proposition. □ 

Proposition (5.2.6). Soient S un schéma de caractéristique p > et E un 
élément de Gs- Les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) E est un F -cristal ordinaire de niveau 1 [cf. (5.1)]. 

(2) Il existe un groupe p-divisihle étale G*^* sur S et un groupe p-divisihle 
de type multiplicatif G*'^ sur S tels que E soit extension de ©(G*™) par 
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Démonstration. Ceci résulte de la définition (5.1), de la proposition (5.2.5) 
précédente et des équivalences de catégories de [B-M 1, corollaire du théorème 
6]. □ 

Proposition (5.2.7). Soient S un schéma de caractéristique p > 0, normal, 
localement irréductible et possédant localement une p-base et G un groupe 
p-divisible sur S. Alors les assertions suivantes sont équivalentes : 

(1) G est un groupe p-divisible ordinaire. 

(2) ©(G) est un F -cristal ordinaire de niveau 1. 

Démonstration. Si G est ordinaire, on a une suite exacte 

— , G*"' — ,G — >G^^ — ^ 

011 G^* est un groupe p-divisible étale et G*"* un groupe p-divisible de type 
multiplicatif, ce qui fournit une suite exacte [B-M 1, § 4.1 a)] 

— > D(G^*) — > D(G) — ^ D(G*™) — ^ , 
donc D(G) est ordinaire de niveau 1 par la proposition (5.2.6) précédente. 

Réciproquement, supposons que D(G) est un F- cristal ordinaire de ni- 
veau 1, i.e. par la proposition (5.2.6) (dont nous adoptons les notations), que 

D(G) est extension de ©(G**") par ©(G*^*). Sous nos hypothèses, le foncteur 
D est pleinement fidèle [B-M 2, théo (4.1.1)], donc la suite exacte 

— ^ ©(G*^*) — ^ D(G) — ^ D(G*™) — ^ , 
fournit une suite exacte 

— , G*"^ — >G — >G^^ — > 0, 

et G est ordinaire. □ 

Remarques (5.2.8) sur la proposition (5.2.7). 

(1) Les hypothèses sur S sont satisfaites si S est un schéma sur un corps k 
de caractéristique p > tel que S est de l'un des deux types suivants 
[B-M 1, § 6] : 

(i) S est lisse sur k. 

(n) S = Spec k[[Xi, ...,X„]], avec [k : k^] < -\-oo. 

(2) Le (1) de la proposition implique le (2) en supposant seulement que S 
est un A;-schéma ; ce n'est que pour la réciproque que nos hypothèses 
sur S sont utiles. 
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Théorème (5.2.9). Soient S un schéma de caractéristique p, f : X ^ S 
un schéma abélien de dimension relative d, G le groupe p-divisible associé à 
X/S et D(G) son cristal de Dieudonné [B-B-M]. Alors les propriétés (1) à 
(5) ci-dessous sont équivalentes : 

(1) X est ordinaire sur S. 

(2) Pour tout point géométrique 1 de S le polygone de Newton Nwtn défini 
par les pentes de Frobenius agissant sur le groupe de cohomologie cris- 
talline H^j^g{X-s/W{k{s))) coïncide, pour tout n, avec le polygone de 
Hodge Hdgn défini par les nombres de Hodge 

h^^-^ = dimu^) H^-\X„n),^^^^^^) 

(i.e ayant pour pente i avec la multiplicité . 

(3) Pour tout point géométrique s de S, le p-rang de X-g est d (par définition 
le p-rang est égal à dimz/pziH}^{X-s,'Z/p'Z))). 

(4) G est ordinaire. 

(5) Le F-cristal de Dieudonné J]) (G) ~ D(X) := fcris*{Ox/i:) est ordi- 
naire de niveau 1. 

Si de plus S est un schéma sur un corps parfait k de caractéristique p > et 
si S est de l'un des deux types suivants : 

(i) S est lisse sur k, 

(ii) S = Spec k[[ti, ...,tn]]; 

alors ces propriétés équivalent aussi à : 

(6) Pour tout i, ^i ^2d, le F-cristal R'fcris*{0 x /t.) = R'fcris''{Ox/w{k)) 
est ordinaire de niveau i. 

Démonstration. L'équivalence de (1), (2) et (3) résulte du (4) de la proposi- 
tion (5.2.2) de [U 2, § 1] et [B-K, 7.2, 7.3, 7.4]. 

Montrons que (1) ^ (4). Soient s = Spec k{s) un point de S et s — 
Spec k{s), où k{s) est une clôture algébrique de k{s). Comme X est ordi- 
naire sur S, Xs est une variété abélienne ordinaire [I£ 2. 1.2 (a)] au sens usuel 
{[l£ 2, 1.1] et [B-K, 7.2 et 7.4]), donc le p-rang de Xj [Mu, p. 147] est d [B-K, 
7.4] : par suite [Mu, p. 147], sur le corps k{s), le groupe p-divisibic G s est le 
produit d'un groupe p-divisible étale Gf par un groupe p-divisiblc de type 
multiplicatif G^ ; par dualité de Cartier on a aussi G^ ~ Gf^ * x Gf *. Or 
le rang séparable de G{l)s [EGA I, 6.5.9] est aussi celui de G{l)j [EGA I, 
6.5.11], et comme G*'" est infinitésimal [lemme (5.2.4)] ce rang séparable de 
G{l)s est le rang de G{l)f, qui est égal à p'^ puisque Xj est ordinaire [Mu, 
p. 147]. Ainsi la fonction s i— ^ rang séparable de G{l)s (resp. de G(l)*) est 
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constante : par [Me, II, prop 4.9] G (resp. G*) est extension d'un groupe 
p-divisible étale G" (resp. (G*)") par un groupe p-divisible infinitésimal G' 
(resp. (G*)'). La dualité de Cartier préservant les suites exactes, on a les deux 
suites exactes : 

(51) — ^ {{G*)")* -^G^ {{G*yy 

(52) — >G' — >gMg" — >0. 

Comme {G")* est de type multiplicatif, il est infinitésimal [lemme (5.2.4] 
donc G" est à fibres unipotentes [D-G, IV, § 3, no 5.3] : il résulte alors de 
[SGA 3, XVII, § 2, lemme 2.5] que le morphisme composé j o i est nul. Par 
suite, l'identité de G induit un morphisme de la suite exacte (SI) dans la 
suite exacte (S2) ; soit / : ((G*)')* G" le morphisme induit. Pour tout 
entier n, le morphisme G{n) G"{n) est un épimorphisme de ^'-schémas 
en groupes, donc il est fidèlement plat : en effet, par le critère de platitude 
fibre par fibre [EGA IV, 11.3.11] on est ramené au cas oii S est le spectre 
d'un corps, et alors le résultat est standard [D-G, III, § 3, 7.4]. De la même 
façon G{n) {{G*{n))')* est fidèlement plat, donc / est fidèlement plat 
[EGA IV, 2.2.13] : montrons que / est un isomorphisme, i.e. que pour tout 
n, fn : {{G*{n)yy — > G"{n) est un isomorphisme. Pour cela on peut supposer 
que S est le spectre s d'un corps k [EGA IV, 17.9.5], et même que k — k çst 
algébriquement clos, par fidèle platitude de k sur k [EGA IV, 2.7.1, (viii)]. 
Mais alors (G^)' ~ Gf% d'où ((G^)')* ^ Gf qui est de hauteur ht {Gf) = d 
car X-g est ordinaire ; de même G'-^ ~ Gf et /„ induit un morphisme fidèlement 
plat fn,s '■ Gf{n) Gf{n) : c'est donc un isomorphisme puisqu'au niveau des 
anneaux il fournit une injection entre A;-espaces vectoriels de même dimension 
p'^'^. Ainsi / est un isomorphisme et l'identité de G induit un isomorphisme 

{{G*)"y^ G' ; 

puisque (G*)" est étale. G' est de type multiplicatif et donc G est ordinaire. 

L'implication (4) => (5) provient de la remarque (2) de (5.2.8). 

Montrons que (5) ^ (3). Supposant (5) on. a, une suite exacte de cristaux 
sur S [prop (5.2.6)] 

— ^ D(G'^*) — > D(G) — > D(G*™) — > , 

qui, pour tout point géométrique s de S", reste exacte par image inverse sur 
Spec k{s) et s'identifie [B-B-M, 1.3.3] à 
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— > ©(Gî*) — > J]){Gj) — > ©(Gf^) — > . 

Le corps k{s) vérifiant les iiypotiièses de la proposition (5.2.7) on en déduit 
une suite exacte 

— yGf" — >G^ — >Gf — >0 , 

qui est scindée puisque k{s) est parfait. Ainsi la composante infinitésimale 
unipotente de G-s est nulle [Dem, p. 39] ; grâce à [Mu, p. 147] on en déduit 
que le p-rang de Xj est d, et ceci pour tout point géométrique s, d'oii le (3). 

Il reste à établir l'implication (5) ^ (6). Sous les conditions de l'énoncé 
l'ordinarité se vérifie sur les polygones de Hodge et de Newton de fais* {Os /-e) 
en chaque point s E S [cf. (5.1)] : la coïncidence de ces polygones pour un i, 
^ i ^ 2d, résulte de leur coïncidence pour i = 1 [K 2, I, 1.2, 1.3], car on a 
un isomorphisme [B-B-M, (2.5.5.1)] 

i?7cns*(Os/E) ^AR'MOs/j:) ■ 
L'assertion sur le niveau est claire. □ 

5.3. Explicitât ion des fonctions La^ et conjecture de 
Dwork 

On reprend les hypothèses et notations du § 4. Ainsi k = ¥q et S est un 
fc-schéma séparé de type fini. On supposera dorénavant que / : X — > S est 
un schéma abélien ordinaire de dimension relative g, de groupe p-divisible 
G : par le théorème (5.2.9), G est extension d'un groupe p-divisible étale G^* 
par un groupe p-di visible de type multiplicatif G*"*. 

Nous omettrons dorénavant S et t dans l'écriture des fonctions L, par 
exemple La{E) := La{S,E,t) pour a G Q. 

Théorème (5.3.1). Sous les hypothèses 5.3 on a, pour tout i, ^ i ^ 2g : 
(1) (1.1) Lo{R'Uis*{Ox/w))^HRféu{^p)^z,Ox/w) , où 

RféU^p) <8)z, Ox/w - AD(G^*) 

est le sous F-cristal unité de R^fcris*{Ox/w)- 
(1.2) L,{RU,,40x/w)) = LiAB{G'^)). 



VI. Fonctions L 213 

(1.3) i>a(-RVcris*(Cx/H/)) = 1 SI Œ < OU a > 1, OU a G [0,i]\N, 

= L((Tb(G'^*))®(AD(G'*"*))) si a e [0,i]nN . 
(2) Pour tout a eQ etr eW on a : 

(2.1) La\R''fcris*iOx/w)) cst p-adiquement méromorphe. 

(2.2) L^a \R'fcris*{Ox/w)) = l si a < 0, OU a > i, OU a & [0, i] \ N. 

(2.3) La\R^ fcris*{Ox/w)) = 

l[L{Sym'-^[{ A D(G"^'))®(AD(G'*™))]®A[( A D(G"^'))®(AD(G*'"))]y^(-^)'" 
si q; e [0, i] n N . 

Démonstration. Pour (1.1) on rappelle l'isomorphisme [B-B-M] 

R'forUOx/w)) -kR'forUOx/w)) - AB(G') , 
et il résulte de [E-LS 2, prop 6.5] que 

Lo{R^ fcris*{Ox/w)) — L{R^ fét*{'^p)) ; 
pour i = 1, R^féi^{Zp) et D(G^*) ont même fonction L, ce qui prouve (1.1). 

Pour le (1.2) et (1.3) il suffit de remarquer que 

L{R'UUOx/w)) = L{B{G)) = L{B{G'')) x /.(©(G*™)) . 

Compte tenu de [Et 5, théo 8] le (2.1) est prouvé en (4.2.1)(i) ; (2.2) résulte 
de (1.3). 

Pour le (2.3) on utilise l'expression (1.3) du théorème et la formule (3.2.5). 

□ 
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